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Il Chiarissimo Prof. Battaglini ba studialo in una sua dotta Memoria (*), 
il connesso di punti e di rette di 2" ordine e di 2' classe, nel quale le linee di 
2* classe corrispondenti ai punti del pinno, in cui il connesso viene rappresentato, 
forniano una schiferà e le lìnee di 2° ordine corrispondenti alle retto dello stesso 
piano formano un fascio. In questa Nota si fa lo studio analogo per il connesso 
di punti e di rette di 1" ordine e di 2* classe, nel quale le linee di 2* classe cor- 
rispondenti ai punti del piano formano una rete, vele lanycnziaia , e le linee dì 
2" ordine corrispondenti alle rette formano parimenti una rete, relè punicgfiiata. 
£ come il Battaglini ha cìiiamato quel connesso Connesso in involuzione sem- 
plice, cosi questo si dirà Connesso in involuzione doppia. 
I. L'equazione ilì un siffatto connesso & 

dove f^fiJc soi^o forme quadratiche omogenee delle coordinate a;,,a^,Xj di un 
punto X, rispetto ad un triangolo fondamentale, ed F^ , Fp , F., sono forme qua- 

(*) Battaglini : ■ Sni conDeBsi ternari di S° ordine e di 2* classe in involu- 
• 2Ìone semplice ■ Volume TIII degli atti della Beale Accademia delle Scienze Fi- 
siclie e Matematiche di Napoli, 1879. 

TOL. Xltl. 1 
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)(2X 
dratiche omogenee delle coordinate tt, , u, , u, di una retta D, rispetto allo stesso 



triangolo. 

Se si indicano eoa l , m , n i risultati 
delle sostituzioni delle coordinate di un 
punto dato X alle variabili x^yX^.x^ 
nelle forme /'a./i./i, l'equazione della 
linea F di 2* classe corrispondente nel 
connesso a quel punto 6 



(2) 



F = (F, + mV. + nF_ = 



Se si indicano con X , [a , v i risultati 
delle sosliluzioni delle coordinate di una 
retta data U alle variabili u, , Uj , u, 
nelle forme F^ , Fp , F., TequAzìone della 
linea f di 2" ordine corrispondente nel 
connesso a quella retta è 



Se il punto X percorre una linea /*, fra i parametri X,it,v dì questa linea 
e i parametri l,m,n della linea F corrispondente nel connesso a quel punto 
passa la relazione 



(3) 



Xi + [iwi + vn = 



Quindi le linee F corrispondenti ai punti X di una linea f formano una schiera dì 
cui l'equazione si ottiene eliminando uno dei parametri l,m,n fra le equasioni 
(2) (a sinistra) e (3). Perciò, dopo aver fatto il ragionamento correlativo, si può 
concludere : 



I. « Ad una linea f corrisponde nel 
1 connesso (fF) una schiera di linee F, 
« di cui l'equazione può mettersi sotto 
t una qualunque delle tre formo se- 
n guenti : 

m(XFp - v.t\) + n (XF, - vF^ = 

n (ijlF, - vFp) + i ((iF» - XFf) = 

l (vF, - XF,} + m(vFp - jaF^) = 



a Ad una linea F corrisponde nel con- 
t nesHO (F^) un fascio di linee f, dì cui 
(t l'equazione può mettersi sotto una qua- 
I lunqne delle tre forme seguenti : 



v(m^.-»/i) +X(m/'.-l/i) =0 



Da questi teoremi seguono gli altri due : 



II. n Data una linea f, vi sono 4 rette, 
I a ciascuna delle quali corrisponde nel 
I connesso (fF) quella linea , ed esse 
« costituiscono In base della schiera cor- 
i rispondente alla lìnea medesima ». 



K Data una linea F , vi sono 4 punti, 
K a ciascuno dei quali corrisponde nel 
■ connesso (P/") quella linea, ed essi co- 
« stituìsoono la base del fiiscio corri- 
1 spendente alla linea medesima ■■ 



Ad una linea qualunque F della scliiera 

il^ + W.) Fa + (m, + ftm.) Fp + (?t, + ftn,) F^ = . 

cioè ad una linea determinata da un valore arbitrario del parametro ft , corrisponde 
un fascio di linee f, di cui l'equazione può scriverai cosi : 

V-iHi + Ai.) /» - (m, + Sm.) /"«l + v [(I, + SI,) f, - (n, + Sn^ ta\ = 0- 
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Ora se si pone 

Bi oUìeoe l'equazione 

(m,n, - n, m,) f„ + (»,*»- 1, n,) f^ + ((, m, - m, I,) f„ = 

cbe evidentemente rappresenta uoa linea del fascio anEÌdetto. Questa lìnea appar- 
tiene a tutti gli infiniti fasci corrispondenti alle inQnite linee della schiera data , 
perchè nella sua equazione non figura il parametro h. Quindi essa è il luogo dello 
quaterne di punti, alle quali corrispondono nel connesso le liuee di quella schiera. 
Dunque : 



III. t Alla schiera di linee F 

(l,+W,ÌF„4(m,+ftTO,)Fp+(n,4ftnOFi=0 

I corrisponde nel connesso {Ff) la li- 
fl nea f, cbe ba per equazione 

(m,n,-n,mj)/', + Cn,/»- t,n.)^j + 



a Al fascio di linee f 

(X,+x;^/".+(ii,+x:>i)/;+(v,+xvt)/,=o 



n corrisponde nel connesso {fF) la linea 
a F, che ha per equazione 



iV-,''* ■ 






Infine sono evidenti queste altre due proprietà : 



17. a Al fascio determinato da due 
e linee f. corrisponde nel connesso (fF) 
E la linea F comune alle due schiere 
K corrispondenti a quelle due linee f, e 
a viceversa n. 



« Alla schiera determinata da due li- 
n nee F , corrisponde nel connesso (Ff) 
<i la linea f comune ai due fasci corri- 
u sponlenti a quelle due linee F, e vi- 
B ceversa >. 



2. Se Of* = e u,* = sono le equasìoni in coefflcienti simbolici di due lìnee 
una del 2' ordine o l'altra della S' classe , è noto cbe se si annulla l'invariante 
simultaneo a,*, vuol diro che esistono infiniti triangoli appartenenti alla prima 
linea e coniugati rispetto alla seconda, come anche infiniti triangoli appartenenti 
a questa linea e coniugati rispetto a quella ; e che in tal caso sk dice che le due 
linee sono armonicAe fra loro. 

Qumdi se si pone 

fa =o^»=aV=..-./; = V = ''V = -- ■-/■« =c/ = cV=. ■. 

Fa = «.'=«.■'=• • .,Fp = «p» = Up.» = ... ,F, = Uj» = Uy»=. .. 

una linea f della rete punteggiata ed una linea F" della rete tangenziale sono 
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)( 4 )( 
armoniche fra loro, se fra i loro parametri passa la relazione : 

(4) Wa^* f X'fn"op* + Vn"a^* + ;ji'l"ft(,* 4- ii.'m"6p* + ii'n"ft^* + M'l"Pa* t 

v'm"Cp* + v'n"c^» = 

Ora in virtù ili questa relazione, come 1 teoremi del numero prece'tenle si dimo- 
strano i seguenti : 

I. II Ad una linea f corrisponde una I i Ad una linea F" corrisponde un fii- 

B scliiera di linee armoniche F", di cui | > scio di linee armoniche f, di cui l'equa- 

» r nn.i-iTinnn n.i^s iiiniinrci cntirt imi (j gioiic pufi mettCTsi sotto ììtìh qualun- 

a que delle tre forme seguenti : 



i V equazione può mettersi sotto un:. 
a qualunque delle tre furine seguenti : 

+ n- [(A'a^,* 4- \t.\* + v'c„*) F^ - 

- (X'o,* + v-'b^* + v'f,*) F,l = 

n" [(X'ap» -H li'ftg* f v'cp*) F, - 

- {Va,* + iJi'b/ + v'c^') Fp 1 
+ 1" [(X'«p* + H.'6p* + ^'cp') Fa " 

-(X'-i,* + ii.v + vVJfpl-o 

I" [(X'a^» + li'b,* + v'c^») F„ - 

- (X'rta* + l*'*»»' + •''"a*) P^l 
+ m" l(X'o,* + ii.'6/ + m'c,") Fp - 

- (X'op* + iJi'bp* + v'cp') F^l = 

II. « Alla schiera di liuflc F" 

(I," + ftl,") Fa + (m," + ftr»i") Fp + 
-l-(ti," + ftn,'')F7 = 

I corrisponde la linea armonica /', che 
K ha per equaiione 

[(m,"n,"-n,"w,")A,-i-(»,-V - '."n.")A, 

+ [(mj"nt"-n,"m,")B,+{n,"/j"-l,"i(,")B, 

+ (il'"»»" - *n,"i,") B,l /; 

+ [(m,"iit"-"i"'"»")Ci+("i"'»"-'i""»")Ci 

+ (l,"m;'-m,V)C,l/',= 



- (("(»„* + m"òp* + »" Y) M 

- i"Ca* + m"cp* + n"f^*) /y = 

V IO" V + »«"6p* + n"6,») /■« - 

- (t"c,» + m"cg» + n"e,*) f^] 
+■ X' [(('-V + m'-Òp* + n" Y) /a - 

- (l"Oa* + m"aa' + n"CL,*) f^] = 

X' ((l"c.» + ni"Cg» + n"c^») f„ - 

+ V-' [{l'K* + m"cp» + n"c^») /i - 

-(('V + fli"fcp»-|-n"6^*)g = 0. 

n Al fascio di linee f 

tX', + xX',) /■„ + ([/,' + xji.',) 4 + 
+ Cv,' + xv't) /, = 

d corrisponde la linea armonica F", che 
s ha per equ&Eione 

[(!*,V - v,'!;,')A, + (v.V - X, V)B, + 

+ (X,>,'-It,V)C,lFa 
+ [(C'V - -«l'i^t') A, + (v.'Xi' - X,-v,') B» 

+ Klt.V -- v.W) A, + i\V - W) B, 

+ (X,'m'-ii,V)C,iF, = o 
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dove A( , Al, Aa,B, .R, ,B, ,C, ,Ct ,C, rappresentano i complementi algebrici 
degli elementi del determinante 



Ialine sì hanno qui (]ue teoremi alTatto analoghi ai teoremi IV del numero 
p^ecelJent(^, che, per brevità, non vengono neppure enunciati. 

3. Ad ogni linea f corrisponde nel connesso (f?) una schiera di lince F' 
(n" I, leor. I, a sinistra) e corrisponde altresì una schiera di linee armoniche V 
(n" 2, tcor. 1, a sinistra). Queste due schiere appartengono ad una medesima rete 
tangenziale, ep|ierò hanno una linea in comune. Quindi : 

I. « Ad ogni linea f corrisponde, per i i A<1 ogni linea F" corrispondo , per 
s niezKO ilei connesso {f?) , una linea ■ mezzo del connesso (FA), una linea ar- 
e armonicu F" i. j « monica (' d. 

Fra i parametri V , |ji' , v' di una linea f e i parametri I ' , m" , n" della linea 
armonica corrispondente F" passano le relazioni (3) e (4), epperò ; 



II. t I parametri della linea ?" corri- 
li spendente ad una data linea f sono 
a determinati dalle formolo : 

p'T' = [i'(l'a,* + ?■%* + v'c^*) - 

- v'{Vap» + ii'òp* + VCp') 

(5) p'V = v'(X'Oa* + V-'K* + ^'"a*) — 

- X'(X'o^» + v^'by* + Ve,») 
f"n" = \-(K-a^^ + ii'fep» + v'cp») - 

-(1l'(Vj„» + H'6„» + v'C;i») 

a dove p" è un fattore di proporziona- 
g lità I. 

Le due schiere della rete tangenziale 
corrispondenti ad una medesima linea f 
della rete punteggiata coincidono fra 
loro, se si ha ; 

pX = Xa,* + !J.6a* + ve,» 

p[ii = Xop* + ;j 6p* + vco* 

pv = Xa,» + ;i6,* + vftj'. 



s I parametri della linea f corrispon- 
rr (lente ad una data linea F" sono de- 
n terminati dalle formole : 

p'X' = m"{l"c^ + m"cp» + n"c.,*) - 

n"C('V + m"y4n"6,») 

p'n' = n"{V'a* + m''o8* + n"a^) - 

- l"{l"e^ + m"cp* + n"c^*) 
pv' = t"(l"6„* + m "6p* + Wh^) - 

— m'XV'a* + m"aa* + ""Ci*) 

« dove p' è nn fattore di proporziona- 
li lità B. 

I due fasci della rete punteggiata cor- 
rispondenti ad una medesima linea F 
della rete tangenziale coincidono fra loro, 
se si ha : 

pi = ìa* + mop* + na^ 

pm = 16,* + "i^p* + "'*•(* 

pn =lc^ + mcp* + ne.,». 
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Ora percliè queste tre equaiioni oocsi- 
stano (leve essere 

V ftp* - P - Cp* 

a,» 6/ V - p 

Quindi : 

III. « Yi sono Ire lince f, a ciascuna 
■ delle quali corrisponde nel connesso 
a (fF) una schiera di linee Rrmoniche 
a F. Esse saranno rappresentate dalle 
« notazioni f, ,h,(t '"• 



Ora perchè queste tre equasionl coesi- 
stano deve essere 



V-P' V 
Cp» e,» ■ 






Quindi : 

K Vi sono Ire linee F, a ciasouua delle 
f quiili corrispondo nel connesso (Ff) 
« un rasoio ili lince armoniche f. Esso 
> saranno rappresentate dalle notaiioni 
K F, , F, , F, ». 



4. Ad ogni linea r corrispondo una schiera di linee arnioniclie F'' (n" 2 teo- 
rema I, a sinistra), e a questa schiera corrisponde nel connesso (W) una linea 
f" (n" 1 , teor. IH , a sinistra). Viceversa , ad ogni linea f" corrisponde ne) con* 
nesso (fF) una schiera di linee F" (n** 1 , teor. I, a sinistra) , e a questa schiera 
corrisponde una linea armonica f (n* 2, teor. II, a sinistra). Quindi : 

I. B Le linee /"si corrispondono proiet- 1 « Le linee P si corrispondono proiet- 
« tivamente fra loro ». I « tiTamente tn loro s. 

Se l'equasìone della schiera di lìnee armoniche F" corrispondente ad una data 
linea f si scrive sotto la forma 

[m"(X'ap» + [jL'ftp» + v'cp») + n"{\'cL* + (t'ò,» + v'c,»)] F„ 
- m"(k'a^* + ^\* + v'c,*) Fb - n"(\'a^* + v-\* ^ Ve,*) F, = 0, 

si vede che 1' equasìone della linea f" corrispondente nel oonnesso (Ff) a questa 
schiera si ottiene per mesto del teorema III (a sinistra) del n." !. ponendo 

I,=X'ap*+(i.'6p*+v'cp* , m, = — (X'a^»+|ji'6,*+v'Ca') ■ n, = 

epperò è 

iVa^*+\L'b^^ l-v'c„») /; + (X'ap»+ii'6p*f v'cp») f^ + (X'oT»+ti'Ì..,Hv'c,') f, = 0. 
Dunque : 

li. s I parametri X" , ji" , v" della li 1 il parametri l'.m' , n' della linea F' 
nea f" corrispondente ad una data li- | « corrispondente ad una data linea P* 
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n nea f sono determinati dalle formolo: 
o"X" =X'a,» + jt'fc,* + v'Ca* 

(7) ^y = X'oj* + V-'b^* + vVj» 

o"v" = V(k* + yJb^* + v>,» 

« dove o* è un fattore di proporziona- 
I lità I. 

Id modo airatto analogo si trova : 

in. tt I parametri X',;ji',v' della li- 
« nea f corrispondente ad una data li- 
• nea f" sono determinati dalle forinole: 

oTi' = X"A, + ti"A, + v"Aj 

o'li'z=X"B, + ii"B, + v"B, 

o'v' = X"C, + ii"Ci + v''Cj 

I dove o* è un fattore dì proporziona- 
1 lità I. 



I sono determinati dalle formole : 

^i' = rOj» + m"ap' + n"(i,' 

s'm' = l"b^ + m"6p* + n"6^' 

$'n' = {."e* + ni"C(,' + n"c^* 

a dove s' h un fattore di proporziona- 
< lità >. 



n I parametri t" , m" , n" della linea 
f F" corrispondente ad una data linea 
« F' sono determinati dalle formole: 

8"i" =t'A, + m'B, +n'C, 

«"m" = l'A, + m'B, + n'C, 

«"n" = l'A, + m'B» + n'C, 

« dove s" è un fattore di proporsiona- 
a lità ■. 



Le equazioni contenute in questi teoremi 111, si possono ancora ricavare da 
quelle contenute nei teoremi precedenti li, risolvendo quest'ultime rispetto al pa- 
rametri X' , [i' , v' e X" ìTh." ,n" rispettivamente. Si ha cosi una prova della osat- 
tczia dei risultati sin qui ottenuti. 



Una linea f coincide con la linea cor- 
rispondente, se si ha: 

oX = Xa^* + ]ib* + ve,» 

ojt = \a^ f ii6p* + vcp* 

ov =\a^ + [ib,* + vc^*. 

Quindi : 

IV. d Ti sono tre linee f, ciascuna 
t delle quali coincide con la corrispon- 
I dente , e queste sono la tre linee 

In rirtù dei tooremi IV del n." I . e dei teoremi nnolngh i accennati alla fine 
dei numero %, si ha ancora : 

V. I Alle tre linee U,Ft>U corrispon- I u Alle tre linee F,,Fj,F, corrispondono 
( dono nel connesso (/'F) le tre schiere « nel connesso (F^) i tre fasci di linee 
I di linee armoniche (F, , F,) , (F, , F,) . n armoniche {f^ , Q , (/», Ti) . (ft , ft) . 
" (^1 • ^i) > determinate dalle linee n determinati dalle linee f,,ft,ftt prese 
° F(, Ft, F„ prese due a duo », | a due a due u. 



Una linea F coincide con la linea eor- 
rispondente, se si ha : 

si = iOa* + mop' + noj* 

81» = Ib^ -j- mbf* + nft.,* 

sn = ICj* + mcp» + ne,*. 

Quindi : 

t Vi sono tre linee F, ciascuna delle 
« quali coincide con la corrispondente , 
t e queste sono le tre lince F,,Fj.Fs u. 
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S. Siano 

Px* = , Qa,* = , Ra,* = e up » = , «Q » = , 1(r' = 

le equaiioni delle tre linee f„ftJ, e quelle delle tre linee F„F,,F, rispettivamente. 
Se le prime tre linee si prenJono per determinare la rete punteggiata e le se- 
conde per determinare la rete tangenziale, l'equazione del connesso è 

Px*«P ' + Qx*«<i * + V«R * = . 

epperò si presenta ancora sotto la forma (1). Ha, poiché in virtù deii teoremi V 
del numero precedente, si ha 

Pq» = , Pr» = , Qr» = , Qp' = , Rp* = , Eo» = 

le formolo (5) prendono la forma più semplice 

p"a" = (B«' - Qq*)PY pV = (Bfl* - Qq»)6"c" 

p"6" = (Pp» - Rr») t-a' p'?' = (Pp* - Rr') c-a" 

p"c" = (Qq* - Pp») a'p' p't' = CQq» - Pp') a"b" 

e cosi le formole (7) 

o"a" = tt'Pp* s'o' = a"Pp* 

a"p" = PQq* s'b' = 6"Qq» 

a"Y" = f Rb* s'C = c"Rr* 

dove a' , b' , e' , ... hanno significati analoghi a quelli di (' , m' , n' . ... 

Le equazioni (1) (a sinistra) possono essere consiileratc come le equazioni che 
definiscono una corrispomlenza collineare fra j punti del piano , se i parametri 
X' , li' , v' si riguardano come le coordinate di un punto ed i parametri X' , \u" , v" 
come le coordinate del punto corrispondente. Quindi, come è noto, esse possono 
esser messe sotto la forma 

il" = a'p, 

ip"=P'Pt 
dove p|,pi.pj sono le radici dell'equazione cubica (6) e /i 6 un fattore di propor- 
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lionalltà. Ora dal confronto di queste equatioui eoo le precedenti (a sinistra) si 

rìcaTa 



= K, 



[licendo R e K i ralori dei rapjwrti p, : p, e ( 
6. Se si indicano con 



r-ft 



(a' . P' . t') . («'■ . P" . T") («*'*'' . P''*" . T''*") 

i parametri di n + 1 linee f, ciascuna dello quali sia dedotta dalla precedente con 
le condiiioni 



è chiaro che l'ultim» linea coincide con la priinltiTa, se si ha : 

In tal caso si dirà che il connesso (f¥) è ctcltcamenle proiedivo seconda n. 
Dunque : 

[. a Se il connesso (fT) è ciclicamenle 
a proiettiTO secondo », prendendo una 
E linea qualunque /", di questa la schìe- 
c ra delle linee armoniche F" i: poi di 
I questa schieni la linea f" corrispon- 
■ dente nel connesso, e cosi per n volte 
» di seguito, !'('»+ 1)"» linea ottenuta 
K coincide con la primitiva n. 

In pnriicolarc , se le condizioni precedenti sono sodilìsrfille per 7i=l , cioè 
se sì Ila 



a Se il connesso (Vf) è ciclicamente 
1 proiettivo secondo ii . prendendo una 
: linea qualunque F"^'*, di questa il fa- 
: scio delle lince armoniche /'(*', e poi 
di qu'^sto fascio la linea F'"' corrispon- 
dente nei connesso, e cosi per n volto 
di seguito, r (il -I- 1)'°* linea ottenuta 
coincide con la primitiva n. 



H = H=I , 

ad ogni lìnea /'corrisponde nel connes<io (fF) una schiera di lince armoniche F, 
e cosi ad ogni linea F corrisponde un liscio di linee armoniche f. Quindi, In questo 
caso, le lince /"„ , /"n /"e sono aniioniclic con le lince Fa e F, , t\ e F„ , F, e F^ 
rispettivamente, epperò si ha : 

Inoltre l'equazione cubica (6) si riduce a questa : 

("»* - P) (6p» - P) (V - P) = 
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e cosi si trova 

p, = a^* , p, = òp» , p, = c^». 

Dunque : 

IL n 11 connesso {[¥) è ciclicamente proiettivo secondo 1, se sono soddisfatte 
n le condizioni seguenti : 

flp» = , fl,» = , 6^* = , 6^» = , Cj* = . Cp» = 

"a* = 6p* = c,*- 

Si eonsideri ancora il caso dì n-2. Se l'eqnaiìone <6) si scrive sotto Ih torma 

p»-Lp» + Mp-N.-0, 

l'equaitone di cui le radici sono p,* , p,* , f ,* è 

R» - (L* - ani R» + (M* - 2LN; R - N* = ; 

e questa ha tutte e tre lo radici eguali , se frn i suoi coedicienti passano le re- 
Iasioni 

(L*-2M)»=3(M'-2LN) 

9N* = {L*-2M)(M»-2LS) 

dallo quali, eliminando il coefficiente N, si ricava una nuova relazione che si scinde 
nello due : 

L*-3M = , L»+M=0. 

Ciascuna dì queste può essere combinata con la prima dolio due precedenti e cor! 
si ottiene : 

3!.N-M« = o LN + M* = 0. 

Ha se sono soddisfatte le due relazioni corrispondenti a sinistra , le tre radici 
PiiPtiPi sf'D') eguali fra loro; se poi sono soddisfatte quelle a destra, due di 
queste radici sono eguali o la terza dilTerisce da esse soltanto per il segno ; dun- 
que, poiché ciascuno di questi due casi s' intende per ora escluso, sì lia : 

III. ( Il connesso (fF) non può essere ciclicamente proiettivo secondo 2 v. 
È poi evidente : 

IT, a II connesso (ff) h ciclicamente proiettivo secondo 3, se sono soddisfatte 
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1 la due coDdizioDÌ : 

L = o,* + bp* + e,* = 

M = ih^\* + c,»a,* + a,»6g') - (6^»Cp» + c„»a^* + 0^*6^') = 0. 

7. Le due linee /" ed F, corrispondenti nel connesso (ff) ad una retta U 
ad un punto X , sono armoniclie fra loro , se fra le coordinate della retta U e 
quelle de] punto X, passa la relazione 

a»* «a* «a* + O»* »p* '*«* + Oj>* 'S' «a* + ''«* ".* «3* + V Vp* h* 
f>x "t' "P* + «^i* "i* «7* + V V ''■r' "^ '^a!* tty* &,* = 0. 

Quindi questa 6 l'equazione del connesso formato da elementi (X , U) tali, elio le 
linee corrispondenti nel connesso (/F) al punto e alla retta di ogni elomento, sono 
armoniche fra loro. Seguendo le denominazioni del Battagiini, questo connesso 
si dirà associalo al connesso dato. Dunque : 

I. a II connesso associato ad un connesso di V ordine e dì 2* classe in in- 
u TOluzione doppia, è un altro connesso di 2" ordine e di 2* classe in involuzione 
a doppia ». 

Se come equazione del connesso ifT) si prende 

Px* «p* + Qx* ««' + K^ «R* = . 
quella del connesso associato diventa 

Px» tip* Pp' + Q^* Wtì» Qq' + B^* «R» Rr* = ; 

e da questa equazione è facile dedurre : 

II. I II connesso (fP) e il suo connesso associato hanno le stesse linee fon- 
« damcntali U,U,U e le stesse lidce fondamentali F, , F, , Fj jj 

III. d Se il connesso (ff) è ciclicamente proiettivo, anche il suo connesso as* 
K sociato è ciclicamente proiettivo u. 

In particolare, se si ha 



è o Pp* = , oppure Qq* = 0, oppure Rr* = 0. Supponiamo, per fissare le idee, 
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che sin Pp* = fl. In tal caso In linea P^,* = 0, è armonica con una qualunque delle 
linee tlella rete tangensiale, di cui l'equazione è 

a»p» + biiQ* + c»R* = , 
perchè sono soddisfatte le condiiioni 

Pp» = , pQ» = , Ph» = 0. 
Dunque : 

IV. n Se è N = 0, il connesso associato al connesso (ff) è un connesso dì 
K 2" ordine e dì 2* classe in involuzione semplice e una delle linee A , Ti • ft 
B è armonica con una quaUinque delln linee della rete tangeniìale , e cosi una 
n delle linee F, , F^ , F, è armonica con una qualunque delle lince della rete pun- 
ir teggiata ». 

In modo analogo si trova : 

V. n Se è M = ed N = 0, il connesso associato al connesso (/F) è un con- 
( nesso di S» ordine e di 2* classe in involuzione identica e ciascuna linea di | uno 
« dei fasci (ft , /*,) , (/*, , /',) , (^, , f^t è armonica con \ina qualunque delle linee della 
R rete tangenziale, e cosi ciascuna linea di una delle schiere {F, , Fg) , (F, , F,) , 
a (Fi , Ff) h armonica con una qualunque dello linee della rete punteggiata n. 

8. In ciò che precede si è tncitamente supposto che le radici Pt • Pi • fi ^^^' 
l'equazione cubica (6j fossero disuguati fra loro. Ora si passa a studiare ì casi . 
in cui due di questo radici, oppure tutte e tre, sono eguali. 

1") Sia Pi = Pa- Ii^ '^' <i3s° B' hanno due sole linee /*, a ciascuna delle quali 
corrisponda nel connesso una schiera di linee armoniche ; e cosi due solo linee 
F, a ciascuna delift quali corrisponda nel connesso un fascio di lineo armoniche. 

Siano f, e /*, quelle due primo lince. Le due schiere corrispondenti hanno in 
comune una linea F, , alla quale corrisponde nel connesso il fascio di linee ar- 
moniche (/, 1 Ti^ ; opperò F, ò una delle due anzidette linee F. Sia F, l'altra. La 
linea f comune al fascio (^, . f^) o al fascio <li linee armoniche corrispondente nel 
connesso alla linea F, , ha come corris;>ondi!nte nel connesso stesso la schiera di 
linee armoniche (F, , F,) ; e quindi, in virtù dell'ipotesi Pt = p, quella linea deve 
coincidere con una delle due linee /", , f^. Si supponga che coincida con f^ ; allora 
(P, , ¥,) è la schiera di linee armoniche corrispondente nel connesso alla linea /*,. 
Sia poi (F, ,P,) quella corrispondente alla linea f^ e (fx,ft) il fascio di linee ar- 
moniche corrispondenti nel connesso alla linea F,. 

In virtù di queste considerazioni, si ha : 

Pp'Jo . P<,» = , Pr« = 

Qp» = . Qq» J , Qr» = 
Rp» = , Rg'Jo , Rr»<0; 
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quindi 1» nuova equazione cubica (6) è 

Pp*-P , ,0 

. Qq*-p , 

. Rq» , Br»- 

e perchè quesU ammetta due radici eguali è neoossario che aia 

Qq» = Rr». 

Perciò le formolo che nel caso attuale definiscono la dipendenza proiettiva fra 
le linee della rete punteggiata espressa dal teorema I (a sinistra) del n' 4 sono: 



dove si è posto 






eil analoghe sono le formole che definiscono la dipendcnia proiettiva fra le linee 
della rete tangenziale espressa dal teorema I (a destra) del medesimo numero. 
Ora se 

(a , p , T^ . («' . P' . f') . («" . r . r) ,-■■, («<"' . P'"' . -rp") 

sono i parametri di n + I linee f, ciascuna delle quali sia dedotta dalla precedente 
con le condizioni 



pr-,) 



T"-' 



è facile vedere che i parametri della (n +■ ì)'^ lìnea f dipendono da quelli della 
prima per mezzo delle formole 



le qoali provano : 

I. Se due delle tre radici dell'equazione cubica (6) sono eguali tr» loro, il 
I connesso (f¥) è ciclicamente proiettivo secondo n, quando sono soddisfatte in- 
■ sieme le due condizioni 

3 = . I* = l. 
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2") Sia ^t = px = H- I" l^' (^^° si ^^ ""^ 3<>'^ ''"^^ ^1 ^"^ qualB corrì- 
GponOa nel connesso una Rcbiera di linee armoniche, e eosl una sola linea F, alla 
quale corrisponda nel connesso un fascio di linee armoniche. 

Sia f, quella prima linea. Dellp due linee F, ed F, che determinano la scliìera 
di linee armoniche corrispondente ad f, , una, F, , sia la linea della rete tangen- 
ziale alla quale corrispondo un fascio di linee armoniche. A questo fasgio appar- 
tiene la linea /*, , epperù esso può riguardarsi come determi:i:iIo da questa linea 
f, e da un'altra lìnea ft. Siano infine /*, ed F, due linee armoniche corrispondenti 
nel connesso. 

In virtù di queste considerazioni si ha : 



pp*;o 



Pq' = 



Pr* = 0, 



quindi la nuova equazione cubica (6) è 

Pp*-p , ,0 

Qp* . Qo*-p , 

, Bq' , Br»-p 

e perchè questa abbia tutte e tre le radici eguali ò nccessarjo che sia 

Pp» = Qq» = Rr». 

Perciò le formole che nel caso attuale detlniscono la dipendenza proiettiva fra 
le linee della rete punteggiata espressa dal teorema 1 (a sinistra) del n'' 4 sono : 



t t' "*" T' Pp* 






ed analoghe sono le formole che definiscono la dipendenza proiettiva fra le linee 
della rete tangenziale espressa dui teorema I (a destra) del medesimo numero. 
Le formole precedenti permettono senz'altro di RUibiiire : 
II. v Se tutte e tre le radici dell'equazione cubica (G) sono eguali fra loro , 
" il connesso (/F) non può essere mai ciclicamente proiettivo n. 

9. Se il discriminante dell' equazione della linea F corrispondente nel con- 
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nesio (fF) ac) un punto dato X, si annulla, la linea F della 2* classe si riduce n 
dae punti ; eppcrò : 



I. 1 11 luogo del punto X . al quale 
I corrispondo nel connesso {fVì uim cop- 
s pia di punti, ha per equazione 

(«'a")»o,*o',*o"^*+{PP'^")*V''«*fe"x*+ 
+ 3[(«t'p)*6,H(a«'Y)*fx*]«x*aV 

+ 3[(rr«)'«x*+Ciff ■p)*^*]c,*cV 

t e quindi è una linea del G" ordine t. 
Inoltre : 

II. it II luogo delle coppie di punti 
e corrispondenti ai punti X della linea 
1 precedente , è la curva d'Hermite 
ir della rete tangenziale, e quindi è una 
n curra generale del 3" ordine », 

III. (I L'inviluppo della retta che uni- 
K !ce i due punti di una stessa coppia, 
<[ è la curva dì Jacobi della rete tan- 
> genziale. e quindi è una curva gene- 
rale della 3* classe i. 



tr L'inviluppo della rettali, alla quale 
n corrisponde nel connesso (Vf) una cop- 
• pia di rette, ha per equazione 

+ 3t(aa'6)»Up»+(aa'c)*u,']u,<H,.» 

+ 3[(cc'a)'tt,H(cc'6)*Up']".,'if,.* 
+ 6(fl6c)*U(,*«p*u.,'=0 
1 e quindi è una linea della 6* classe ». 



n L'inviluppo delle coppie di rette cor- 
a rispondenti alle tangenti U della linea 
a precedente, k la curva d'IIermite 
n (Iella rete punteggiata, e quindi è una 
n curva generale della 3' classe n. 

« Il luogo del punto d'incontro delle 
a dna retto di una stessa coppia, k la 
< curva di Jacobi della rete punteg- 
li ginta , e quindi b una curva generale 
« del 3" ordine ». 



Siano A e B i due punti di una medesima coppia. Ad essi corrisponde nel 
connesso (Ff) un fascio S di linee /, a ciascuna delle quali corrisponde poi nello 
slesso connesso (^F) una schiera di linee F, di cui fa parte la linea singolare for- 
mata dai due punti A e B. Quindi delle i rette costituenti la base di questa schiera 
2 passano per il punto A e 2 per il punto B. Perciò ad ogni linea f del fascio S 
corrisponde una coppia di rette appartenente al punto A e un'altra coppia di rette 
iipparteneute al punto B. Ora è facile dimostrare che tutte le coppie di rette ana- 
loghe che passano per A, formano un'involuzione, come pure quelle che passano 
per B, e che le coppie di queste due involuzioni si corrispondono una ad una. Fra 
le linee del fascio S vi sono 3 coppie di rette e a ciascuna di queste tre coppie 
corrispondono duo rette coniugate nell'invoIuEione A e le due rette a queste cor- 
rispondenti nell'involutione B. Si hanno oosl'G rette dell'involuzione A, due a due 
coniugate, ad Of;nuna delle quali corrisponde nel copnesso (fF) una coppia di rette, 
esse dunque appartengono all'inviluppo I (a destra). Cosi apparteagODO allo, stesso 
JDTiluppo le 6 rette corrispondenti dell'inToluzione B- Dunque : 



d=y Google 



K16)( 



IT. K Le 6 tangenti comlotte alI'inTi- 1 
« luppo I (a destra) da un punto qua- 
t lunque della curva d'Hermite della 
f rete taogenziale, formano 3 coppie di i 
n raggi in involuzione ». I 



«16 punti d' incontro con il luogo I 
n (a sinistra) di una tangente qualunque 
« della curva d' Uermite della rete 
u punteggiata, formano 3 coppie di punti 
n in involuzione b. 



Ciascuno dei raggi doppi dell'involuzione di centro A forma, contato due volte, 
insieme alla coppia di raggi corrispondente ocll' involuzione di centro Et , la base 
di una schiera dì linee F corrispondente nel connesso ad una linea del fascio S. 
Fra le linee di questa schiera ve n'è una costituita dn due punti, che giacciono 
sul raggio doppio che si è considerato. Questo raggio appartiene dunque all'invi- 
luppo III (a sinistra) ; epperò : 



V. I Delle 3 tangenti condotte alla Ja- 

a cobiana della rete tangenziale da un 

u punto qualunque della curva d'Her- 

u mite della rete medesima, una è la 

d retta che unisce questo punto iil suo 

« congiunto, e le altre due sono i raggi 

« doppi dell'involuzione delle 6 tangenti 

a condotte dallo stesso punto all' invi- 

■ luppo I (a destra) *. 



n Dei 3 punti d'incontro con la Jaco- 
n biana della rete rui^^^SSi^tii ^* U"^ 
t tangente qualunque della curva d'Her- 
a mite della rete medesima, uno è il 
t punto d' incontro di questa tangente 
a COD la sua congiunta e gli altri dun 
« sono i punti doppi dell'involuzione dei 
I 6 punti d'incontro della stessa tao- 
e gente con il luogo I (a sinistra) u. 



10. L'equazione in coordinate di punti della linea P della >* classe corrispon- 
dente nel connesso (fF) ad un punto dato X, è 



+ 2(Tay)' c^» a«» f 2(apy)» a,» 6,* = . 



dove Vii Vi) Vi b°»<^ '^ coordinate correnti. Se la linea F passa per il punto X. 
cui corrisponde, questa equazione è soddisfatta da Vi = ^fi epperò: 



I. e II luogo dei punti che giacciono 
a sulle linee corrispondenti F della 2* 
E classe ha per equazione 

(nT-'w)* a* fl'j,* 4 (P^'a:)* ftj.' 6'j,* + 

+ irt'xY c«* c'«* + S^g-jx)' bj,» e,* -t- 

+ 2(i:«x)Va/ + 5(apa;)»o,*6^» = 0, 

« e quindi 6 dei 6° ordine ». 



a L' invìlappo delle rette che toccano 
le linee corrispondenti f del S" ordine 
: ha per equazione 

(art'u)' u* «a* + (òb'iO* «fl* «e* + 

+ (cc'h)» «.,* «./ + 2(6cii)* up* ti^* + 

+ 2 {co«)*w.j»((a» + 2(aò«l*t(„* iip» = 

[ e quindi i della 6* classe ». 



Inoltre : 

II. ■ Il luogo del punti X, di cui le I n L'inviluppo delle rette D, di cui le 
1 linee corrispondenti F passano per un 1 t linee corrispondenti /'toccano una retta 
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pillilo ilato Y, lin per cfjunzionc 

+ 2(f (zy)V>^^ + 2(a?y)'fl/(.^» - 
e quindi è del i" ordine a. 



a (latii V, liii per cqunEiohC 

+ (cu'u) w,* H,* + 2Còcv)= Itj,* ìi^* + 
+ 2(rau)*w.,*Uii* + 2t'[bi')'U;,*ii^* = 
a quindi è liellii i' classe n. 



Le coordinate Oi una retta qualunque che passa per il punto comune a due 
rette date U e V sono 

rw, + sr, , rut + sr, , th, + sr, , 

e|iperò l'equazione della linea f ad essa corrispondente nel connesso (Vf) k 

a,' ira + sr),* + hj (r« + sr)^' + c^» (nt + si'),* = 
ossia 

r' (n,* 1',» + 6^» up' + c^* w^») + 2rs (a^* h.. v„ + b^^ u^ v^ + c^* ti, r,) + 

+ S* {Ox* »a* + 6^* 1!p* + C^' 1',*) = 0- 



Dunque : 

111, a I.e linee f corrispondenti nel 
y connesso (hY) alle relto di un Tascio, 
:< roniianQ un sistema setnpliccnicnle ìn- 
t liuito tale , cliu per ogni punto del 
n piano passano «lue sole linee del si- 
1 slcina a. 



R Le linee F corrispondenti nel con- 
nesso (Tf) ai punti ili una retta , for- 
mano un sistema semplicemente ind- 
: nilo tale , che ogni retta del piano 
[ tocca due sole linee del sistema n. 



L'inviluppo delle linee f corrispondenti alle rette del fascio (U . V) ha per 
equazione 



Ora SI- !/i . y» • y, n'ppmsoiitarifi Io cnoriiinatn del rnnirn dr'I raaeio [f . V) -d ol' 
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tiene facilmente 

«p*p^« + it,*up» - ìugvfi^v^ = {^^yj* , u^»i>,* + m„'b/ - 2i;^«^u„i>„ = (yay)* , 
Quindi la equazione precedente divent-t 

cpporò tenendo presente il teorema II (a destra) di questo numero si conclude : 

IV. « i.' inviluppo delle linee f corvi- I « L'inviluppo delle linee P corriapon- 
rt Bpondentì nel connesso (fF) ulle rette n denti nel connesso (Ff) ai punii di una 
R di un fascio di centro I . è il luogo « punteggiata V, è l'inviluppo delle retto 
a dei punti X di cui le lìnee corrispou- i n U, lii cui le linee corrispondenti f toc- 
li denti ¥ passano per il centro Y ». | a cano la retta V n. 

11. Dicest coinctdcnjza principale di un connesso, la coincidenza formala 
dagli elementi comuni al connesso dato e al connesso tdcnlico : 

u, X, + M, a?, + «s a;, - 0. 

Ora BJ cerchi il luogo de) punto X tale, che la retta U clic lo congiunge ad 
un punto Asso Y formi con X un elemento della coincidenza principale del con- 
nesso (fF). Nel connesso identico, ad ogni punto corrisponde l'insieme delle rette 
che passano per esso. Quindi (X , U} ed (Ì,V) sono due clementi di questo con- 
nesso, epperò si lia : 

li, a;, + Ut (T, + Uj ccj = 

Inoltre perchè (XU) devo essere ancora un elemento del connesso {fF}, si lia pure 
0„» Ila» + 6,* Wp* + Cj.» K* = 0. 

Eliminando U|,u,,u, fra le tre equazioni precedenti, si ottiene l'equazione del 
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luogo cercalo. Dunque : 

« Il luogo del punto X tate, clic U 
K retta U che lo cou}tiunge U'I un punto 
» fisso ¥ costituisca con X un eleincnlo 
B (X.U) della cohicidenzit principale del 
E connesso (/"P) ha per equ;uione 

« epperò è una curva del ì" ordine, che 
( possicJe in T un punto doppio ». 



R L'inviluppo della retta IT, tale che il 
: suo punto 'I' intersezione X con una 

retta fissH V costituisca con U un ele- 
: mento (U,X) della coincidenza princi* 
: pale del connesso (Pf)< ha per equazione 

i((,'(aut')*4-Up»(6«ti)«+u,*((,-»p)*=0 

epperò è una curva della 1* classe, che 
possiede in V una tangente doppia v. 



Teramo 24 Novembre 1887. 
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La R. Accademia delle Selenz<ì Fisiche e MUemaliche di Napoli, ha pubbli- 

CRtO il liCtlUCQlO : 



PROGRAMMA DI CONCORSO. 



L'Accaitcmiii non lia ricevuto iilcuna risposta al Programniii di concorso sca- 
duto nel Marzo 1881 sopra un lemu di iiiiitRmatìc:i. L' Hltro concorso sopra tema 
di chimica, aperto in Gennaio 1887, scade nel prossimo Marzo. Inlanlo l'Acca- 
demia ripropone il tema di matematica nei seguenti termini : 

Sarà conferito un premio di lire mille all'Autore della miglioro Hemoria : 

n Sulle curve piane del 4" ordine in relazione con l'interpretaziono geometrica 
(Ielle forme invartantive della Torma ternaria biquadratica ». 

L'Accademiit desidera un'esposizione analitica sistematica delle più notevoli 
proprietà delle curve piane del i" ordine in relazione con l'interpretazione geome- 
trica dello forme invnriantlve della forma ternaria biiiuadratica La Memoria do- 
vrebbe trattare : 

i" Delle polari della curvji di 4° ordine. 

2' Delle sue tangenti doppie. 

3" Dei suoi flessi 

4° Dei caratteri analitici invariantivi clie distinguono le linee spoetali del 

4° ordine. 
5" Della geometria sopra una curva del i" ordine. 

L'Accademia si riserba di conrcrire una parto del premio anzidetto qualora 
fosse trattalo soltanto qualcuno dei pila importanti dei precedenti argomenti. 

CONDIZIONI. 

I. Lo memorie dovranno essere scritte in italiano, latino o francese, e do- 
vranno inviarsi al Segretario dcU'Accademia non piii tardi del mese di Marzo 1889. 

•2. Esse debbono essere distinte con nn motto, il quale dovrà essere ripetuto 
sopra una busta sugj^ellata die conterrà il nome dell'Autore. 

3. La memoria premiata sarà pubblicata negli Atti dell' Accademia per in 
lero per sunto, e l'Autore ne avrà cento copie. 

4. Tutte le memorie inviate pel concorso al Premio si conserveranno nel- 
TArchivio dell'Accademia, e soltanto si permetterà di estrarne copia a chi le avrà 
presentate. 



.Napoli , Gennaio 18' 
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SULLA 
DERIVATA TOTALE DELLE FUNZIONI DI DUE YAIUABIU REALI 

E Sl'LL' INVEliSIOSE DEL1,K DERIVAZIONE 



RODOLFO BETTAZZL 



1. Nella mia Nota, n Sui coiiceltì di ilerivaziono e di integrazione delle funzioni 
G dì i>iù variabili reali » pubblicata nel Voi. XXII del Giornale di Matcmaticlic 
cliiamai derivala totale di una funzione f{x,y) di due Tartabìli reali x.y nel punto 

tooVo) * indicai col simbolo - j- - - il limito (quando esista) del rapporto 

{{jXo'\'h.y^+k)-nxo + ft- y)- f{cD .y^ + k) ^ fjxo .y^) 
lik 

preso (juanilo li e k tendono a zero in un modo qualunque. Quel rapporto rap- 
presentii rincrcmcnto rispetto ad x (o ad yj degli incrementi della funzione ri- 
spetto nd y (o ad x) negli intorni del punto dato: lo dissi perciò rafiporlo in- 
crementale della funzione f(x , y) nel punto (x^ , yo). Notai che conviene tener 
distinti i quattro rapporti incrementali che si hanno dando ad fi e /i i vari segni 
di cui SODO suscettibili : talché si può giungere a 4 derivate totali, die distinsi 
coi segni che spettano ad /i e A: nei quadranti in cui sono prese , e dissi infine 
derivata lotain ordinaria quella che sì ottiene quando le quattro derivate ora 
dette sono uguali. 

Se per brevità si pone 

„ _ Ao'o + /t , i/o + fc) - /"(x, + fi . i/„) - /"(gp ■ Vo + ft) + f(Xn . T/„) 

essendo a;»,yo) un determinato punto del campo in cui è data la funzione fico.y) 
(per il qua! punto supporremo di aver condotto le parallele agli assi coordinali , 
in modo da aver diviso il campo in 4 quadranti) dimostrai in quella Nota che presi 
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f^Iio il rapporto incrementale R^t assume quando h e h variano nel rettangolo 
che ha per lati le rette x = x^ , cc = Xo + li , y~yu , y = y9 + h (esclusi i Iati 
a' = iPo . y = yo . ioyc Rft^t non ha signiCcato) essi sono tali clie quando o h, o 
h h ù h insieme diminuiscono, t' , , o cresce o resta invariato e L' 

decresce o resta invariato: quin li su ogni retta /i = /t, compresa nel rettangolo, 
r . , ha un limite l' , . per ft = 0, e L' , , per ft=u ha un limite 

L' h ' ^ P^*" *'o"' '■^t''' ^=*i > Piii'C compresa nel rettangolo, per /i = le 

medesime quantità hanno limiti rispettivi: I' , L' Questi limiti 

possono essere finiti o infiniti. La quantità l' anch' essa non decresce 

quando h s'avvicina a zero: quindi per li-Q ha un limite V 

\.' . Il valore V '^ limite anche di ì! 

tendono a zero in un modo qualunque, purché si mantengano ambedue diversi da 
isero, ed è anche limite per fc= di i' „ , : cosi A' è lìmite di L' 

Alle due quantità X' , A' detti il nomo di esfremi osailialonl rispet- 

tivamente inferiore e superiore del rapporto incrementale (+ +) ; esse dipendono 
non dall'ampiezza né dalla forma del campo, ma solo dal punto {Xn,y„^- La con- 
dizione necessaria e suITlciento affincliè in un punto esista la derivata totale (+ +) 
è che essi in quel punto siano uguali. Se gli 8 estremi oscillatorii sono uguali in 
un punto, in esso esiste la derivata ordinaria (*). 

2. La derivata totale è chiaraincnte in stretta relazione colla derivata seconda 
mista di una funzione di due variabili; ma può esistere l'una senza che esistano 
le altre e viceversa. Infatti per l'esistenza della derivata totale occorre che esfsta 
il limite di R^j^ anche, p. e. quando tende a zero prima /i e poi /e ; ma non oc- 
corre che esista il limite per /t = di R^^ : basta che, per /i=0, B^n oscilli fra 
lìmiti che tendano a divenire uguali per /c = 0. Invece perchè esista la derivata 

seconda mista —r- nel punto (a;. , y„) occorre che esista il 
dxdy "^ V a" 

lim ^(="i> + ^'-i/)"f ( "'■"») 
per ogni y compreso fra y^ e ya + k con k conveniente giacché quel limite È 



(*) Per quanto è enonciato in questo paragrafo, vedi la mia~Nota citata. 



d=, Google 



("z(iBo,y), e poi il 

lim / "^ ^^0 ■ V» + fc) - f'^ (^0 ■ Wo^ 

t=o A; 

e qjinJi che a forliori esista il lim R,^ i^. Lo due derivato non sono quindi tali che 

>!=■■> 

il concetto dell'una comprenda quello dell'altra: vedremo per altro ora come è 
Jegiita la loro esistenza. 

Intanto è bene notare che si sogliono considerare lo derivate miste ordinarie, 
cioè le derivate prime ordinarie rispetlo ad y (o ad ce) delle derivale prime ordi- 
narie rispetto ad x (o ad y). Qui, per maggior generalità, distingueremo quattro 
specie di derivate seconde, cioè le derivate destre o sinistre rispetlo ad y (o ad x) 
tanto delle derivate destre che delle derivate sinistre rispetto ad a; (o ai| y) e in- 
dicheremo esse pure colle coppie rispettive di segni ctie per calcolarle sì danno 
agli incrementi U e h dì ic^ ed y„. Senza stare a ripeterlo ogni volta , intende- 
remo ili fare ì nostri studi sulle derìviite miste e totali (++)■ 

3. Nella mìa Nota citata è dimostralo il teorema : 

t Se in un punto (x^ , j/,) interno ai campo in cui una funzione /"(oc . y) è data, 
5 questa funzione ammette la derivata totale in un certo quadrante (p. e. <f -i-)) 
a e negli intorni (Xo -I- A , y^) del medesimo quadrante ammette la derivata prima 
I rapporto ad y, e negli intorni (x^.y^ + li) quella rapporto ad ir, esisteranno le 
' dm derivate seconde miste prese nel medesimo quadrante e saranno uguali alla 
1 derivnla totale - e quindi fra loro, cioè sarà possibile l'inversione delle deri- 
« Tazioni (•) u. 

Vogliamo ora cercare le condizioni di esistenza della derivata totale e insieme 
(li uguaglianza alle due derivate miste. Quanto alla funzione f(x . y) da studiarsi 
la supporremo sinistra in tutti i punti interni ad un certo campo in cui sì sup- 
pone nota : e ci limiteremo a studiarne ì punti in cui gli estremi oscìllatorìì 
sono finiti. 

Supponiamo per semplicità che il punto {cc„,y^) in cui si studia la derivata 
sia il punto (0,0), il che non limita )a sua arbitrarietà , potendo ogni punto ri- 
dursi ad essere origine con un solo cambiamento di assi. Denoteremo allora più 
brevemente con l'»,);, L'j j, I'ah ecc. le quantità indicate fin qui rispettivamente 
con i' . . , L' , , ,1' „ , ecc. e con X' , i' uli estremi oscillatoriì. 

Essendo per ipotesi finiti X' e A', saranno finiti pure l\^t > L'»,* e «osi le quan- 
tità che in seguito denoteremo con ^\^^^) ecc. , almrno qumdo h e k, come per 
noi sarà lecito sujiporre, siano sufUcienteniente piccoli; giacché il rapporto incre- 
mentale , quindi anche i suol lìmiti inferiori e superiori , ed i limiti verso cui 



(*) Vedi mia Hota { 8. 
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tendono questi limiti inferiori e superiori , finiscono per mantenersi sempre com- 
presi fra X' - s e \'+t quando h e fc tendono a zero, essendo s del grado di pic- 
colezza clie più ci piace. 

Se ora con lik s'intende il rettangolo che ha per lati a:=Ù, x=h, y=0. y=fc. 
osserviamo che, a causa del significato dato a l'i,t, per il teorema del Weicr- 
slrass, nel rettangolo liti o sui suo contorno c'è almeno un punto tale clic in 
«liialunque suo intorno il limite inferiore dei valori di K^ j è ancora l'^^^. Se questo 
pnnto è all'interno di lik o su uno dei lati che non passano per (0 , 0) può avve- 
nire die in esso R^^k pren la effettivamente quel valore l',, j. Se poi questo non 
avviene, come in partìcoliiro se questo punto è su uno degli assi , dimodoché in 
esso Rj j non ahbia valore, potremo diro soltanto che in ogni suo inlorno, i';, ^ è 
limite inferiore di R^^^ , e quindi esistono infinili punti in cui R^ ^ dilTerisce da esso 
tanio poco quanto si vuole. In altre parole, o esistono due valori /i, e k, diversi 

da zero (ti,<li , h,<k) tali che lì, . ='',,. oppure esistono due valori fi, e 
A„fc, h,k ' ' ' 

A', (uno dei quali o anche ambedue potranno essere uguali a zero) tali che, preso 

piccolo a piacere, vi siano due numeri a, e p, non ait arbitrio ma diversi da 

zero e Inferiori a numeri di piccolezza arbitraria, in modo che si abbia 

con 1 conveniente, ma minore di a - essendo sempre (/>i + a, , /e, + §,) un punto 
del ciimpo nei quadrante (+ -f-)r che si studia. 

Conì^ideriamo ora il limite inferiore dei valori che R^^j prende nel solito qua- 
drante quando k è Gsso e U prende tutti i valori compresi fra ed h (0 escluso, 
Il incluso), e indichiamolo con t\ ^^)•, s' intenderai facilmente il significato che avranno 
i simboli analoghi l\i,),k • '■'/,,(*) > !• '(*),)!• Allora 1'^^^) non decresce quando h tende 
a «ero : quindi per k-0 esso tende ad un limite che indico con l'a,(i.) (*)i ^ ■'"'''" 

'Vi. <"' '''£''■ 



prenderà in esso R^^^ '' ^itloi'e minimo di tutto il rettangolo hk ; e quindi anche 



Se questo non avviene, consideriamo R, ,. i. , > ■ Sulla retta y = A, -i- ^ 



M ,.&,+/?,' ' 



(*) Nella mia Nota citata adoprai altri simboli per questa quantità: ho sostituito 
questo per muggior cbinrezzu. 
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(su cui si trova il pnnlo (/t, + a, , A, + ?,) nel quale si consirlera ora Rn^^) pren- 
JiiiiDo la quanlilà indicata con 1', . ,; ossn intanto, carne limite inferiore 

di certi valori di R^ > fra i quali comparisce R. , , ci dà 

■' ^ A, 4- ", ■ *, + ^, 



ma insieme, essendo (fi, -f a, . ^, + ^0 un punto del rettangolo hk, dev'essere 
i', , , > r, , , onde harà 



cioè, a causa delta (1), sarà in tutti i casi 



con ■: piccolo a piacere, purché si prenda convenientemente ^, , il quale del resto. 
aDche fissato arbitrariamente a, si può stabilire che sia minore della grandezza, 
che più ci piace. Questa formula sì riferisce anoUc al caso in cui 



basta porre in essa ^, =0 e quiD<li ritenere ft, diverso da zero. Essa vale qua- 
lunque siano II e h purché comprese nel rettangolo lik : e le si può dare la forma: 

Essendo ora i'o,y,) il limite preso per h = Q di l\^it) , ne viene ohe per ogni 
k, fissato a piccolo n piacere, si trova un valore |i , dipendente in generale da /(, 
e sudìcientementc piccolo, tale che per 0i;ni /i<[i, purcliè diverso da zero, 5i 
ha in valore assoluto ed anche io segno (essendo l't,(iù ^i'*,[*)) 



tic ili più la quantità l\ ^;^) lia un limite [icr /i: = 0, e questo & A , ni! vierin 
eiic si troverà un valore v suDlcientcmcnte piccolo , perchè per fc < v e iu.sieine 
diverso da zero, sia in valore assoluto , 



[A - l'.^n,) < I . 
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Se [ji in piirticolare non dipenderà da k , cioè sarà lo stesso qualunque sia k 
purché minore di v, allora sommando le due relazioni precedenti si deduce cbe , 
fissato a piccalo a piacere, sì possono detcrioinare due numeri )t. e v in modo che 
presi /loft comunque, purché 0</i<;i , 0<ft<v, si abbia in valore assoluto , 

[A - l'fc,(wl < l ■ 

Ma dulia (2), preso per o il valore = e scelti A e A dentro i limiti |ji e v si ba 

A , k 
a quindi sarD in valore assoluto, se A < |i , A < v , 

dipendendo [i e v da a, ma essendo A e A comunque presi, purcliè rispellivnmentc 
minori di essi. Se ne deduce che il limite di i\k V*^^ h = (i , k = Q è A, ma d'ultra 
pnrte il suo limite è X', quindi sarìt 

A = a'. 

Tale a dire che se esiste il lira 1'o,(a) e ty^j^) tende verso i'o^^t^i uniformemente ri- 
spetto a A, cio& in modo che per tutti i valori di A minori di v basti prendere h 
minore di un medesimo numero {i perchè esso differisca dal limito corrispondente 
meno di a , sarà 

*=o 

Del pari, ammesso che siano soddisfatte le analoghe condizioni per L'o,(t) , si di- 
mostra che 

lim L',_,fc, = A'. 

E siccome dall'essere uguali o disuguali gli estremi oscillatorit dipende l'esistcnEn 
non esistenza della derivata totale, concluderemo che supposte verificate le con- 
dizioni poste per l'o^ij,} , L'o,(A), la derivata totale esiste o no secondochè sono o 
non sono uguali i due limiti 

lim l'o ut ) lim L' ,(w 
k=o "•'*' ft=a °''*' 

Volendo occuparci delle funzioni che ammettono le derivato miste, supponiamo 
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ora che la nostra runiione iiminetta ta derivata prima a destra rapporto ad or, in 
tutli i punii dell'intorno (0 , ftj dui punto sull'asse y (0 incluso) e la derivata 
prima a destra rapporto ad y in tutti i punti deirintoroo (0 , A) del punto sul- 
l'asse a; (0 incluso). Avremo in tal caso^che n forliori esistere lim B^ ^ , che Ìq- 

ilichcrcmo con Rg^ pRr qualunque k preso nell'intorno anzidetto (ft > 0) e quindi 
necessariamente i due limiti per A=0 dì 1'a,oi) » LV(*) > ^'"^ ''o,(W • l-'o (*) » sono 
per ognuno dei valori accennati per ft uguali fra (oro ed uguali ul valore di R,,»; 
onde l'« (1) e L'o,(t) Iianno un limite o no secondocbè lo ha o no Kg ^ per A = : 
e quando Io hanno 6 lo stesso per ambedue ed è questo lim Rof H^ quando 

esìste la derivata seconda mista (+ +) ^ — ^ , essa è uguale a lim Vt^^ki quindi se 
nel punto (0 , 0) esiste e se ha luogo la coavergenta in ugual grado dì 

'V(<t) ^^^^^ 'o.it) B'i>'^"i'> uguali gli estremi oscìllatorii ed esìsterà la derivata to- 
tale: ed allora per il teorema citato in principio del paragrafo, esisterà anche 

dxd: 

t Limitandosi alle Tuntioni f{x , y) che ammettono le due derivate prime in 

f intorni del punto (0,0) presi sugli assi, se in quel punto esista la derivata se- 

d*f / d*f \ 

> conda mista (+ +) x — r- ( " ' ''"'■* _ ' 1 e se ha luogo la convergenza uniformo 
0£c ày \ oy 0X' 

' di l\f,t, verso i'o,(]t). esiste la derivata totale, ed esìsto anche l'altra derivala 

( mista che è uguale alla derivata totale e alla primn derivata mista - cioè è pos- 

< sibìle l'inversione delle derivutìoni d. 

4. Vediamo ora come si possa trasformare la condizione della convergenza in 
ugual grado di !'»_,*) verso l^,^^^) e di L'^^^d verso L',,*). 

Si è visto che, nel caso a cui si è detto di porre speciale attenzione, quello 
cioè in cui la funzione nostra ammetta in intorni di (0 , 0) presi sugli assi delle 
X e delle y le derivate prime rispettivamente rapporto ad y e ad x, si ha : 

fc=0 

laonde le condizioni di convergenza uniforme sì possono scrivere cosi : 
(3) K,k - »'*.(*) < . ^'h,w - Kk < « 

()uando /i< ^ e k qualunque purché minore di v , con |jl e v convenienti. Ha 
'V(u > ^'k (k) s<'')t> appunto i lìmiti inferiore e sn|)eriore dei valori di It,, ^^ quando 
k è Gsso ad II variabile ; per cui dico che quelle condizioni equivalgono all' altra 
che Rjt^t tenda al suo limite Ro,t nniformentente per ft < v. Infatti se avviene que* 
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st'ultìma circostansa vuol dire che si ba in valore assoluto, per h<]f. , k <t, 

(i) fRo.t-B*,ftl<o 

oniio ('*,«()■ ^''i.iiH pei"/i<^i/E<v non possono dilTerire dn Rg /^ più di 2o ; e 
viccTersii se le (3) sono soddisfatte, siccome *'*.(*)< Rft.* < l/j.^i . sarà rem a for- 
liori ili Vitloru assoluto la (4). La nostra condizione di convergenza in ugnai grado 
si cambia quindi nell'altra clie U clifTurenza Tra B„ u e R^ s dev'essere minore di o 
|ier qualunque /i < ^, qualunque sìa k, purctiè minore di v , essen lo [t e y scelti 
convenientemente; ossia ctie quellii differenza dev'essere minore di a por tutti i 
punti interni ad un certo rettangolo )xv. Può quindi concludersi : 

« Per le funzioni che ammettono la derivata prima in intorni de! punto (0,0) 
« presi sugli assi, se nel puDto stesso esista una delle due derivate seconde miste 

K p. es. g- e se allora R^ j tende uniformemente al suo liinite Bo^n per k 

« sulllcieatcmente pìccola, esistono la derivala totale o l'altra derivata mista , e tutte 
« queste derivate sono uguali, cioè è passibile l'iavcrsiono delle derivazioni ». 

S'intende che se si sapesse esistente ■ v — dovrebbe R^^^ tendere uniforme- 
mente a It;^ „. 

5. Supponiamo ora reciprocamente esìstente la derivata totale ne) punto (0,0). 
Allori, sempre riferendosi a funzioni che 'immettono le derivate prime, per il teo- 
rema citato in princìpio del g 3 esisteranno ambedue le derivate miste - che oltre 
a ciò saranno anche uguali fra loro. Dico inoltro che 6 verificata Ut condieione 
della cjuvcrgcnza in ugual grado di R^^^ verso R, i^. Infatti esinte intanto questo 
limile Rt,it >* causa dell'esistenza delle derivate prime di f(x,y) rispetto ad x. 
Esistendo la derivata totale <levc esìstere il limite di ^^,^ quando h e k tendono 
il zero in un modo qualunque, anche se tende a loro prima /t e poi ft o viceversa. 
Se questo limite è C. dev'essere quindi C=Um Rii=lim R„ ». Ciò vuol dire che 

fc=O,*=0 ' k=l 

si possono trovare due valori {i, e v, tali che per /i< p-o e fe < v, sia in valore 
assoluto 

IC-B,,,1<| 
ed un valore v, tale che, per fe < v^ sia, pure Tn valore assoluto , 
(C-«,,,l<f 

con preso in precedenza piccolo a piacere. Indicando quindi, con v, il minore 
tiei duo numeri », e v, avremo, ijottraendo le precedenti disuguaglianze . che per 
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ft < (Lq , li < Vo s«r& sempre in Talore assoluto 

che è la condìiione (4). 

Possiamo quìadi concludere : 
I Coasìdernndo l<; funzioni che in tutto un intorno (0 , h) del punto sull'asse 
s delle X (gli estremi inclusi) ainmeltono l;i derivata prima rispetto ad y, ed in 
a tutto un intorno (0 , ft) del punto snll'iiRse delle y (gli estremi inclusi) la dc- 
B rivata prima rispetto ad x, la condizione necessaria e sufficiente perchè esse 
i HtDmettano la derivata totale (finita) nei punto [U , 0) è che esìsta nel punto 
n (0,0) una delle due derivate seconde miste e che il rapporto incrementale B,^ ^ 

/ av 

I tenda al suo limite R, « ( se esista la derivata ^— = — o Ri, „ se esiste 1* altra 

N ' ) unirormemente per ft<v con v convenientemente piccolo d. 

8y óx' 

n Con queste condizioni si ha di più che esiste anche l'altra derivata seconda 
I mista ed è uguale a quella data, cioè è possibile l'inversione delle derivazioni u . 

dx'ày 

ehe la convergensa uniforme di Yi^t verso \i,^ si Terifìclii a destra e a sinistra 
di sull'asse delle x per h minore di v solo in valore assoluto, cioè sìa una cod- 
vergenia uniforme nell' intero rettangolo aj = n,(r- — iJL,y = v,y = — v, allora 
evidentemente sì ha cosi la condizione necessaria e sufficiente per l'esistenza della 
derivata totale ordinaria. 

0- Se supponiamo che la derivata seconda ^ ' , che noi indicheremo con 

f"j,y(a!,y) esista non solò nel punto (0,0) ma in tutto un intorno di questo 
punto , ne) quale intorno chiederemo solo per ora che sìa determinata e finita , 
allora, essendo 

fih , ft) - AO , ft) nit . 0) - AO ■ 0) 



--m^Kr^^^f^o.K, 



dove kf è un conveniente valore intermedio fra e ft. Ponendo poi : 
/■(x , » + ft) - f (X , s) = 9 (a! , V , ft) , 
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la funzione <f(x,ij,ìi) ammette le derivate prime e secoude finché lo ammettono 
f(.o} tV + ft) a ([X , y). Allora, esistendo la derivata prima di f{a: , y) rispetto ad x 
in tutto un intorno di (0 , 0), in particolare sull'asse j/ fra e h, sarà 



ip(a! + h,y,k) - fix,y,h) 



<?'^(eo + h',y,}t) = f'^ix + ft' , y + ft) _ fj^x + h',y) 



h 

essendo h' un conveniente valore compreso fra ed h. Ma poiché 
Aft . ft) - (ih . 0) _ AO . k ) - m . 0) 



Bm=- 



<p(/t.0.ft)-^(O.Q.ft ) fj.h' , ft) - rjh! , 0) 
**■* ftT» - ft • 

Di qui si rileva 

'»*,* = /"'«.vC^'' ' ft') «on < ft' < ft. 

I,a quantità Ho,ii— ^tA ^^rà quindi ora uguale ad 

r'x.,co . ft.» - f%,yi}^' , ft') ; 

e per l'esistenia della derivata totale haslerà che essa tenda n zero uniformemente. 
Se f"x^y{ne , y) oltre esistere, corno si è lìiipposlo, in tutto un intorn* dì (0,0) è 
in questo punto continua assolutamente, vuoi dire chn preso i piccolo a piacere, 
devono esistere due Talori ;j. e v ta!i che per /»<:/. fc < v la dilTcrenza fra due 
qualunque dei suoi valori deve essere minore di a; quin>li la differenza precedente 
per A < |JL è minore di a per tutti i valori di li<v, ossia è soddisfatta la richiesta 
condizione di convergenza in ugual grado. Lo stesso accadrebbe se la derivata se- 
conda mista senza esser continua nel punto <0 , 0) avesse in quel punto una dis- 
continuità di quelle che possono togliersi cambiando il valore nel punto - fosse 
cioè tale che esistesse il limite dì f"x,yi^ • ^) P^)* '^ e ^ tendenti comunque a zero, 
ma non fosse uguale a /" '^_^(0 , 0) - Neil' uno e nell'altro di questi due casi sono 
soddisfatte tutte le condizioni richieste dal teorema precedente, omle sì può con- 
cludere : 

« Se si ha una funzione fÌ3;,y) che nei^li intorni del punto (0 , 0) situati sugli 
(I assi co ad y ammette le deriviito prime ri;ìpettivu[n.;nt<! rapporto ad y ed a; , e 
« in un intorno rettangolare che comprende il punto (0 , 0) all' intorno ammette 
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< determinata e Unita una delle due (lerivate minte che nel punto (0,0) è anche 
« contiDua, almeno ha una discontinuità che può tOffUersi cambiando il valore 
n nel punto, la Tunzioiie in quel punto ammette la ilerirata totale e l'altra derivata 
' mista ed è possibile l'inversione delle derivazioni ». 

Questo teorema è simile ad uno già noto (*) che dà condizioni sufficienti per 
)'inversioae delle derivazioni ; ma è alquanto piiì generale, non chiedendo che sia 
Gn da principio verificata la continuila di una delle due derivate prime , e non 
esigendo la continuità di quella delle derivate miste che si sa esistere , ma solo 
l'esistcDia dì un limite per i valori di questa derivata mista quando h a k tendono 
a tero. Di più il nostro teorema prova che, quando sono soddisratte le condizioni 
espresse in esso, esiste anche la derivata totale che è uguale a ciascuna delle due 
derivate miste. 

Queste condizioni peraltro non sono necessarie per l'osistenia della derivata 
totale, e nemmeno per la sola possibilità (lell'inveraione delle derivazioni. 

7. Le considerazioni esposte mettono in chiaro come possono esistere funzioni 
ilotate di derivata totale e prive di derivate miste, e del pari Tunzioni che hanno 
le due derivate miste uguali e non hanno derivata totale. 

Le tunzioni della prima specie devono essere tali da non ammettere in intorni 
del punto (0 , 0) situati sugli assi ambedue le derivate prime ; giacché, se le am* 
mettessero ambedue, esistendo la derivata totale s' è già visto che dovrebbero esi- 
stere le due derivate miste ed essere ugnali, contro l'ipotesi. Un esempio è quello 
già citato al 9 9 della mia Rota, della Tunzione 

dove if{x) e <^(y) sono funzioni che non hanno le derivate rispetto a quelle varia- 
bili da cui solo dipendono. Ciò fa si che mancano le derivate miste , in tutti i 
punti, mentre la derivata totale esiste ed è uguale a zero in tutti i punti. Se in- 
vece ig{z) non ammettesse derivata rapporto ad ic , e ^(y) Y ammettesse rapporto 
ad y, allora la derivata totale sarebbe ancora zero in tutti i punti , la derivala 



cherebbe sempre. 

Un esempio di funzioni che soddisfano alla seconda condizione è la fiinzionc 
che per a; = O,j/ = è uguale a 0, e negli altri punti è data dalla formula 

f(x . y) = 1/' are tang - + ai* nrc tang - 



(*j V. Dini. Leeionì di Calcolo Infinitesimale. 
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dove per orctanu si preoderi sempre l'nroo positivo o negntiTo die ha il minore 
valore assoluto, lofiitti è, nel punto (0 , 0}, 

h* are tang r + /i* are tang r are tang Uj are tang ( t j 

e quindi il limite per h = ii , A = 0, quando h e h vanno tt lero comunque , non 
esiste : e basta a provarlo il supporre che /( e ft vadano a lero insieme in modo 
che /i = ft, oppure in modo che h = h* ; giacché nel primo caso si ha : 



, are tang- 
_ are tang ft , "k 

'"-^ "or 



che per ft= tende ad I. -Esistono invece le due derivate miste e sono uguali fra 
loro, essendo I il loro valore comune. 
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SU DI UN TEOREMA SUL CALCOLO SIMBOLICO 

NELLA TEORIA DELLE FORME BINARIE 



ERNESTO PASCAL. 



Scopo di questa breve Nota 6 di dure, sotto un aspetto più generalo e pìb 
completo, )a dimostraiionc di un teorema sul calcolo simbolico delle Forme binarie, 
che già si troT» accennafo per incidente in un nitro mio lavoro (*). 

In una recente opera comparsa contemporaneamente al mio lavoro {,**), lo 
stesso teorema sì trova enunciato e dimostrato in un modo diverso. Mi pare cito 
con questn mia dimostrazione si penetri più addentro nell'iiitima natura della qui- 
stione. 

La estensione alle Forme ternarie del teorema cbe forma l'oggetto dì questa 
Nota 8i trova in un recente lavoro di Study (***); la sua estensione poi alle 
Forme ennarie si trova in un mio recentissimo lavoro pubblicato nei Rendiconti 
(lei LiDcei. 

Indiehiaoio con a , 6 , e , d , ... altrettante serio di coefflcienti di Forme bi- 
itnrie lineari, e con x ,y ,z,t , . . . altrettante serie di variabili. Per brcvilà, cbia- 
mcremo le une e le altre clomcnfi, e allora è noto che fra quattro clemcnii qua- 
lunque (siano tutti coemcientl, o tutti variabili, o alcuni coemcienti e altri variii- 



(*) Sa di un nuovo simbolo nella teoria delle Form« binarie a due serie di ve.- 
riabili. Rendiconti della B. Accademia di Napoli.-18S7. 

(■•) Gordan's Vorlesungen ijber Invnriantentheorie , von K flracbenateiner 
pftg. 132. Il ragionamento di pag. 14 non ha nessun rigore come osserva in una 
nota lo stesso Àatoie, 

(^ Hath. Ann. Bd. 80 , a. 120. 

TOL. XXVI, 5 
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bili) esiste sempre una relazione d'identità, la quale secondo i diversi casi piglia 
le seguenti espressioni : 

(ab) (Cd) + (6c) (ad) + {ed) (bd) = 
Cab) c^ + (fec) o^ + (co) bj. =0 
a^ 6„ - o„ 6^ - («6) (£cj/) = 
a^iyz) + a^{zx)+ o,(a;y) = 
(a;t)(yz) + (yl) (zju) + (zi) (rcy) = 

Si abbia ora una funzione dì un certo numero dì elemenli, e composta di un 
aggregato di prodotti di determinanti binarli del tipo (ab) o (xy), e di fattori li- 
neari del tipo a„. Dico clic se tale Tunzione è identicamente zero, deve potersi 
ridurre ad un assieme di termini ciascuno dei quali contenga come fattore Videntilà 
zero corrispondente a quattro eerti elementi, di cut tre son fìssi per ciascun ter- 
mine e il quarto muta da termine a termine. Naturalmente la funzione si intende 
omogenea in ciascuno elemento. 

Supponiamo in primo luogo che nella Funzione vi compariscano solo quattro 
elementi, che potremo supporre, per fissare le idee, tutti quattro coellicientì. 

Allora la funzione sarà un assieme di termini ciascuno del tipo 

(ab)^» (OC)'" (ad)^'' (6c)'" (6d)^" (ed)'" 
dove per tutti i termini dovrà aversi 

X,» + X„ + l„ = cost. = a 

^M + ^ + ^1» = C08t- = If 

Kt + ^4» + 'm = ost. = 6 



da cui si ricava ; 



e cosi altre analoghe. 



(^j - ^«) + (^1* - i«) = cost. 
(X,j - >„) - (X,4 - X„) = cost. 
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Ondo si ricaia che 

SX,, — X„ = cost. 
X,( — >j, = cost. 
\ i„ — X„ = cost. 

Epperò, supposto, per fissare le idee, clie queste tre costanti sono tutte po- 
sitive, si ba che tutti i termini lianno per fattore comune 



(aò)^"""'»* (oc)*"''" (ad)^""^» 



che si può dunque trascurare, e resta una funzione clie sarà anclie zero, ma dove 
perù gii esponenti di 

{0 b) e (Cd) 

(oc) e (bd} 

(ad) e ibc) 

SODO rispcttÌTamente eguali. 

Poiché l'espressione che consideriamo è omogenea rispettivamente in 

di I "i i bf , b^ ; Ci , C) ; d, , d^ > 

si può dire che, io tutto, in essa vi compariscono solo quattro variabili indipen- 
denti, che potremo chiamare a , 6 , e , d. 

Io luogo delle due variabili e , d posso allora introdurre le altro due A , B , 
legate alle prime dalle relazioni 

(oc)(6d) = A \ 

(1) 
(od)(6c) = B ) 

e in tutta l'espressione In luogo di e , d dovremo porre i loro valori in funzione 
di A , B , a , !>. 

Però poiché tutta la Funzione risulta solo di termini del tipo : 

[ (ac) (6d) 1* [ (od) (60 1" [ {ab) (ed) V , 

cosi ci basta vedere che cosa diventa in funzione di A , B , a , 6 , la sola espres- 
sione (a6)(cd). 
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Scomi>ariscono le altro due variabili o , 6 , e resta solo 

(a6){cd) = A-B. (2) 

La Funiioiic deve dunque ridursi i<]enticRmentc a zero facendo le sole appo- 
sizioni ({) , (-2) . perchè non abbiamo fatto altro che alle due solo variabili e , ti 
sostituire le altre «lue fra loro indipendenti A. , B. 

Possiamo ancora dire, so poniamo {ab){cd)=C , che si ottiene una Funzione 
rasionale ed intera delle tre variabili A , K , C, e che deve ridursi ìilenticamente 
a zero ponendo C = A-B, ovvero, che deve avere per fattore C - (A - It). 

Poiché poi si vede che G - A + 8 non è altro che appunto che 

{ab) (Cd) + (bc) (od) + (co) (6d) , 

si vede clic è dimostrato l'assunto. 

Supponiamo ora die la Funzione contenga più di quattro elementi, p. e. cin- 
que- Per fissare le idee, possiamo sempre supporre che due degli elementi siano 
le due serie 'li variabili x,y. Applicandovi allora la nota formola fondamentale di 
Gordan (*), la Funzione si riduce ad una serie ordinata secondo le potenze di 
(ixy) e di cui i cocfilcicnti sono polari rispetto al polo (y). 

Ora se tutta la Funzione in ir , y deve essere zero, dovrà essere zero ciascuna 
Funzione su cui si applichi l'operazione di polare (**). R poiché ciascuna dì queste 
funzioni contiene adesso quattro soli elementi , cosi si applica il teorema dimo- 
strato sopra, e si ricava che essa deve essere del tipo 

[(.ab)c^+(bc)a^ + (ca)b^]Q. 

Dovendo poi su questa operare la polare di polo y, si avrà che la Funzione 
primitiva risulta infine di un assieme di termini di cui ciascuno o contiene per 
fattore 

(ab)e^+(.bc)a^ + {ca)b^ 



(a(»)c„-f (bc)a„ + (ca)6„ 

Si vede quindi che la Funzione a cinque elementi potrà sempre ridursi ad un 
assieme di due termini di cui uno contenga per fattore ViderUilà zero corrìspon- 



(*} Hathematische Annalen, Bi, III. 

(••) Clebsch. Th. der alg, Formen, pag. 18, 
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dente a quattro elementi a , b , e , a; , e l'altro ì'idcntilà zero corrispondente ai 
quattro elementi a , b ,c ,y. 

Se invece di cinque elementi ve ne fossero più , colta ripetuta applicazione 
lidia formola di Gordan sì giunge in generale al risultato che in tanti termini 
può scomporsi la Funtione quanto è il numero degli elementi meno tre. 

Per rischiarare la teoria esposta svilupperemo un esempio, o propriamente lo 
ricaveremo da quejlo che si trova a pag. lS-16 delia citata Opera dì Kerscben- 
Steiner. 

Col metodo ivi seguito ai decompone la Funzione 

F = G,-G/ + 6,-G»' 

contenente i cinque elementi a , 6 , oc , ^ , x, in quattro termini, ciascuno conte* 
ncnte per fattore una idenlilà zero ; e se poi questi quattro termini si riducono 
it due, è solo colla supposizione dell'equivatenza dei simboli a , ^ ; a ,b rispetti- 
vamente, perchè simboli di due cubiche. Noi invece col nostro metodo trasforme- 
remo F direttamente in due termini ciascuno contenente un'idenlitA zero come 
fattore, indipendentemente dalla supposizione che gli elementi contenuti in F siano 
simboli quantità effettive. 

Per comodità facciamo i seguenti mutamenti. Mutiamo 

le variabili ce nei coelllcienti e 

i coelllcienti a nelle variabili x 

i coemcienti ^ nelle variabili y. 

Allora 

G, = (ab) (60* (cey)* a^ a, G,' = (ab) (oc)» (ay)* b^ b^ 

G, = {ab)* (xy) a^ 6, c^» G.' = (ab)* (xy) (^ 6, c^* 

Sopprimendo il fattore comune («6) (ajy) e seguitando a cbiamare 6 i termini 
rimasti, e applicando ad essi la formola di Gordan, si ricava : 

G, = (xy) (60» 4 o^» 
G,'=(a!ì;)(ac)«46,> 
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G, = (ai) j A> a. b, ej + ^(a!y)i [ajbe) + (ai) bj e. + j (aia)' (»«) ('«) j 

G,' = {ab) j A« a, 6, c,> - 1 (xy) 4 fx^s) + (ac) k.l e, + 1 (x;/)' (oc) (ìic) J 

indicando con A l'operazione di polare rispetto al polo y. 
y 

Onde raccogliendo : 

F = (06) (xy)' 1 (06) e, I (oc) 6, + (c6) a. + (6a) c^ 1 = 

= («6)* (xy)* Cy [ (oc) 6, + (c6) a^ + (6a) c^ ì + 
+ (<i6)' (jy)" C;, [ (ac) 6, + (c6) a, + (6o) c„-]. 
Passando infine ai simboli primitifi si ha : 
F = - (.i6)'(«p)' lp,l(6«)o^ + («016.+ (o6):i.l +»J(6fK t (W. + l»»)?.! I- 
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DÉMONSTRATION É L É M E N T A I R E 

D' DME FORMULE DE B A A B E 



M. L E R C H 

Docent i l'École Polytedmìque tchèque de Prague. 



CoDsidérons l' intégrale 

et, supposous quc u sojt réel et posìtif- 

Posant aj + « = 2 cette intégrale se cliange en 



d*où il suit la formule 



¥{u)=j^'logTiz)<ìz 



;^^W = >g^^T7^ = 'g« 



(loDt on conclut 
(1) F(u) = C+«log«-u, 

C désìgnant la constante d'integration. 
On n éTìdemment 

la formule 
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nous donnera 

/ \gT (X) iix ^ \gìt - j Igsenitxda;- I Igrd— a;)daB 
et puisqu'on a 

j'^lgTiÌ-x)dx = f\gTix)tix 
il s'ea 8uit 

2/ ì\^r{w)dx = ]gTi-f lgsiiiiKBdx = lg2it 

de sorte qu'on aura eofln 

C = |lg2it. 

En substituant cette valeur dans la formule (1) il vient 

(2) 1^ Igr (a; + w) dx = u Ig u - u + ^ Ig 2i:. 

Cette formule a été donnèe par Raabe et démontréc de plusieurs maniHes moins 
simples que la précédente. 
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SULIE FORME DI TERZO GRADO GENERATE 

DA DUE FORME ELKMENTARI PROIETTIVE 
di primo e di secondo grado dì un piano o di una stella 



Dott- LUIGI CERTO. 



Occupnto in altra investigazione, ebbi bisogno, per proseguirla, dì studiare 
la materia clic è oggetto di questa Nola, e intorno alla (jiiale non vi è pubblìca- 
lionc dì sorta , se si tolgano le nozioni contenute nella Geomclrie. dar Lago di 
Reye (■) ; mentre che per due forme elementari proiettive dì secondo grado, o 
di primo e di secondo grado, in posizione generale, vi sono, oltre le nozioni con- 
tenute in quest'opera, duo particolari lavori, l'uno di Benno Klein (**j, l'altro 
di Jottes (■••). 

Pubblico i risultati di quello studio occasionale, con la speranza ch'io possa 
riprendere la trattazione dell'argomento in generale e in modo completo. 



Ji luogo del punlo d'inlP.r8ezÌone di 
due raggi corrispondcnli in dne fasci 
pToielUvi di raggi, l'uno di prima clas- 
se, Vatlro di seconda, e siiuali in tino 
sutxso piano, è una curva di terzo or- 
dine (••-). 



L'inviluppo della, retia congiungente 
due punti corrispondenli in due pun- 
teggiale proiettive, l'una di primo, i' al- 
tra di secondo ordino , e posle in uno 
stesso pinna , è una curva di terza 
classe ('***). 



Il luogo della retta d'intersezione di 1 V inviluppo del piano che contiene 
due piani corrispondenti in due fasci I due raggi corrispondcnli di due fasci 
proiellivi di piani, l'uno di primo cias- I proiellivi di raggi, l'uno di primo or- 
se, ('olirò Ut seconda , e opparlenenii | dine, l'altro {costituenle un cono) di se' 
a una slessa stella, é un cono di terzo | condo ordine, e opparfenenfi a una me- 
ordine. j desina stella, è u« cono di tersa classe. 



(•) Erste Abteilnng, eilfler Vortrag, 1877. 

(•*) Vtler die geradlinìge Fldche 3. Ord«uttg tind derin Albildvng auf e 
Ebene, 1876. 

(*•') Die Raumeurve 4, Ordnung 2. Spectes st/nlheiisch behandeìt, 188S. 
C*") Cti. Reye 1 e. pag. 109, 

Toir. xxri. C 
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Diretti (primo teorema a sinistra) , siano (a) {b) rispettivamente i f;tsci dati 
della prima e della seconda classe, ed (A) (B) le punteggiale nelle quali quei fasci 
sono segati da una retta arbitraria r del piano. Ad un punto A/ = a,'r di (A) cor- 
risponde il punto B, = 6,'r dì (B) ; ma da B, esce un secondo rag<i;io 5," di (b) e 
il raggio a," corrispondente in (a) determina un secondo punto A,"=ff,"r della 
punteggiata (A), il quale anch'esso corrisponde a B,. Sicchiì le punteggiate so- 
Trappostc di primo ordine (A) (B) sono in corrispondenza (?, I); e però, pel prin- 
cipio di corrispondenza di Cliasles (*), hanno tre punti uniti , che sono i punti 
ove r sega la curva generata dai fasci (a) e (6). 

Questa curva, che chiameremo perciò K*, si può agevolmente costruirò, quando 
son date tre coppie di rnggi corrispondenti a, b, a^ b, n, ò, dei due fasci (a) (b). 
Difatti , segando questi fasci rispettivamente con una retta arbitraria s condotta 
pel punto n, b, e con la 6,, si otterranno due punteggiate rettilinee prospettivo 
(1*) (Q)t determinate dal punto unito a, b, = p, = Q, e dalle coppie di punti corri- 
spondenti P, = .faj Qt = bib, , e P, = 8aj Qj = &i6). Quindi si trova subito di un 
punto P( in (P) il suo corrispondente Qj in (Q), e non resta che a condurre per 
questi pnnti rispettivamente i raggi a^bi nei fasci (u) (b) , per ottenere un punlo 
ai 6, di R». 

ì. Le coppie come A,' A," costituiscono una involuzione quadratica di punti 
sulla trasversale r. Sieno M N i punti comuni are alla conica C* inviluppo o so- 
stegno di (6). I due raggi b'b" di (6) uscenti da H sono coinciilcnti in un sol 
raggio m, e i due raggi a' a" corrispondenti in (a) coincideranno anch'essi in un 
raggio e ; e il punto E = er sarà un punto doppio dell'involuzione (A' A"]- Analo- 
gamente si troverà, partendo da N, il secondo punto doppio F. 

Se la r è un raggio o,' del fascio (a), ad ogni punto di r, considerato come 
punto 6j della punteggiata (B), corrisponde in (A) il centro del fascio (a) contato 
due volte, come punto A/ e come punto K". 

E in particolare, a questo centro pensato come punto B, di (B) corrisponde 
n (A) sé stesso contato due volte, come punto A^' e come punto A,". Al raggio 
i' = (i,' (li (a) corrisponde un raggio b,' in (b) ; il quale seghi i" nel punto B,. Da 
Bj osco un secondo raggio b," di (6), cui corrisponde un raggio a," in (a). E dei 
raggi a,' a," il primo ha con r tutt' i punti in comune, il secondo sega r nel centro 
di (a); cioò dei punti A,' A," il primo & indeterminato sulla r, il secondo 6 il 
centro dì (a). La involuzione (A' A") è degenerata in una involuzione impropria, 
ove j due punti doppi! E F coincidono nel centro di (n; , e i loro corrispondenti 
nella punteggiata (B) sono con essi coincidenti ; e tutte le coppie son costituite 
da questo centro come punto A' e da un punto arbitrario di r come punto A". 



(*) Comptes rendns de l'Académie des scienceg, 27 Juìn 1S61 T. LTIII, p. 1175, 
Clebsoh-Lindemann Yorl. a. Oeom. 1376 p. 210. 
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Dei tre punti uniti delle punteggiate (A) (B) sulla r, due coincidono col centro 
di (a) e il terBo è B,. Dunque : 

La curva generata del terzo ordine 1 La curva generala di terza classe ha 
ha nel centro del /liscio di j*rima classe per langenlc doppia la base della pim- 
un punto doppio. | leggiala di primo ordine. 

Il cono generato di terzo ordine ha 1 II cono generalo di terza classe ha un 
una generatrice doppia nell'asse del fa- piano tangente doppio net piano del fa- 
scio di prima classe. ] scio di primo ordine. 

3. Si prenda per trasversalo r uno dei lìue raggi di (a) corrispondenti ai due 
raggi comuni ai fasci (a) (6). Il punto B, dell'Art, precedente viene allora a coin- 
cidere col centro di (a) , e quindi tutti e tre i punti uniti delle punteggiate (A) 
e (B) sulla r sono coincidenti nel centro di (a). Dunque : 



Le due tangenti della curva generata 
di terzo ordine nel punlo doppio sono 
quei raggi det Roseto di prima classe 
che corrispondono ai due raggi del fa- 
scio di seconda elasse appartenenti an- 
che al primo fasHo. 



I due punti di contatto della tangente 
dofipia colla curva generala di terza 
classe sono quei punti della punteggiata 
di primo ordine che corrispondono ai 
due pumi che la punteggiala di secondo 
ordine ha in comune con vuelta di 
primo. 

Le due generatrici di conlatto del pia- 
no tangente doppio col cono di terza 
classe sono quei due raggi del fascio di 
primo ordine che corrispondono ai raggi 
che il cono di secondo ordine ha in co- 
mune col fascio di primo ordine. 

' del fascio {h). Da un punto B di essa 
cui corrisponde un raggio a" di (a). I 



7 due piani tangenti nella generatrice 
doppia del cono di terzo ordine sono 
quei piani del /uscio di prima classe 
che corrispondono ai piani che il fa- 
scio di seconda classe ha in comune 
con quello di prima. 

4. La trasversale r sia un raggio l 
esce un sol raggio variabile b" di (6) , 
raggi a" b" disegnano sulla r due punteggiate proiettive sovrapposte (A") (B). 
Quindi i tre punti di intersezione di r con la curva R' sono il punto A' = a'&' e 
i due punti uniti delle punteggiate (A") (B). 

Se A' = a'b' è un punto comune alla conica C* e alla cubica E.' , e b" 6 i 
raggio del fascio (b) infinitamente vicino al raggio b', saranno i punti B = b'b" ed 
\'' = b'a" infinitamente vicini ad A'; cioè uno dei punti uniti delle punteggiate 
proiettive sovrapposte (A") (6) sarà in Unitamente vicino ad A'. Dunque nei punti 
comuni alle G* K' queste curve si toccano; sicché in generale : 



la curva di terza classe è tritangertìe 
alla conica base della punteggiata di 
sitcondo ordine. 



La curva generala di terzo ordine è 
trilangente alia conica inviluppo o so- 
stegno del fascio di raggi di seconda 
classe. 

Il cono generato di terzo ordine è tri- i II cono generalo di terza classe è tri- 
tangente al cono invituppo del /'ascio [ani7enlc at cono dt secondo ordine, 
di piani di seconda classe. I 
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5. Suppaniamo che i fasci (•)) (Et) siano situati in modo che un raggio a/ di 
(a) coincida col corrispondente b,' di (6), cioè che vi sia un raggio unito u=a^'=b^'. 
La cubica generata K* si spetta allora in quel raggio ri e in una conica K* che 
passa poi centro di (a) ed è bitangcnte alla conica C- 11 punto dove ti i toccata, 
da C* e quello ove è segata dalla corda comune di contatto delle G* e K* divi- 
dono armonicamente le tangenti comuni a C* e K* , e anche la conica K.* (*). 
Dunque : 



La curva generala da due fasci pro- 
icltivi dì ri^gi di prima e di sacoada 
classo di Ulto sfesso jit'ano, che abbiano 
iin raggio uailo, si compone di ^uesfo 
rjggto e di itnn conte» ette k bitan- 
genie alla contea sostegno del fascio di 
sccoiid<i classe e che possa pel centro 
dPil'aUro fiiscio, ove h-i per tangente il 
raggio . del fascio di primo cI'irsc. cur- 
nsjioiidenie ni raggio comune ai due 
fasci dtcerso dal raggio unito. 



La curva generala da due punteg- 
giale proiettive di primo e di secondo 
ordine di uno sfesso piano, che abbia- 
no un punto unirò, si contpone di que- 
sto punto e di una conica che è bilan' 
gente alla conica base delta punteggiata 
di secondo ordine ed è fan<;enfc alta 
re(/n base detfaKra punteggiala nel pun- 
to, della punteggiala di primo ordine, 
corrispondenfe al punlo comune alle 
due punteggiate dioerso dal punto u- 
nilo. 



H cono generalo da due fasci protei- 
liti di piani di prima e di seconda 
tlasse di una stessa stella che abbiano 
un piano unito, si compone di Queslo 
piano e di un ono di secondo grado 
cAe è bUangente al cono sostegno del 
seciindo /liscio e cAe conlìene Tosse del 
prima, dote ha per piano (angenle quel 
piano , dei /ascio di prima classe, cor- 
n'spondenfe al piano comune ai due 
fasci diverso dot piano unito (**). 



ft cono generalo da due fasci proiet- 
livi di raggi di primo e di secoitdo or- 
dine dì una slessa slelta avenli un rag- 
gio unito, si compone di qiieslo raggio 
e di un cono di secondo grado che è 6i- 
fangenle al cono base del secondo fasci» 
ed è tangente al piano itel primo net 
raggio, del fascio di primo ordine, cor- 
rispondente al raggio comune ai due 
fiuci diverso dal roggio unito. 



6. Se la proieltività Tra' due fasci (a) (b) è tale che tutt' e due i raggi comuni 
«i due fasci corrispoQdaoo ciascuDO a sé stesso, cioè siano due nggi uniti u, «, , 
la R* si speua nei due raggi u, u, e in una retta &* la quale è andi'essa ud 
raggio di (6). 

Estendendo la definìiione di forme prospeltiTe a due forme elementari 
protetltTC di primo e di secondo grado di cui due elementi corrispoadeoti Tana- 
bili determinino l'elemento variabile dì una fonna element&re di primo grado, pos- 
siamo dire che: 



(*) Cremoaa, EI. di Ooom. proj. 
(**ì Cfr. Eejc 1. e. pag. 112. 
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Bue fasci proietUvl di ragni di prima 
e a seconda classe in uno stesso piono 
te Hanno due raggi uniti sono pvispel- 
tiri e i'asse di prospettiva 6 uti raggio 
del secondo fiiseio (•). 



Due pnnfcfjgiale proieUive dì prììiio 
e di seconda ordino in uno stesso piano 
se hanno due punii «nifi sono prospet- 
tive e a centro di proìpeltiva è un jmiHo 
della seconda punteggiata (•). 



Due fasci proieflivi di piani di pri- 1 Due fasci proiellivi di raggi di pri- 
ma e di seconda classe in una slessa mo e di secondo ordine in una stessa 
tteUa se hanno dite piani iinili sono stelta se hanno due raggi uniti sono 
jirospeffivi e il piano dì prospctIii;a é 1 prospettivi e l'asse di prospeUiva è u» 
ti'i elemento del secondo /ascio. ' raggio del secondo /ascio. 



(•) Cfr. Reye 1. o. pag. 110. 
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SULL'N-AGONO INSCRITTO ISOCLINO 

IH UN N-AGONO PIANO SEMPLICE DATO 

PEL 

Dott. LUIGI CERTO. 



Bli proposi questo studio nello stesso tempo dell'altro correlativo, dì cui dicili 
breTìssiiDO cenno in questo Giornale, voi. XXIII. E stavo per pubblicarlo, quando 
mi accorsi die intorno al principale oggetto di esso s'era Fermato lo Steiner (*), 
e che recentemente RudolT Sturm (**) aveva ampiamente illustrato quel luogo 
della trattazione dì Steiner. La lettura di questi lavori mi nconsigliaao vie me- 
glio la pubblicazione integrale del mìo. 

I. 

1 . É facile risolvere elementarmente il problema : 

Dal» ad arbitrio in un piano dw, pumi A'„ A", e un (n-l)-to(ero semplice 
a, aj ...a^^, a„_, , coslruire una linea poligonale A', A", A» . . . A,.» A^, A„" in- 
sertila isoclina nel dato poligono , cioè tale che il suo vertice ^^ sia sopra la 
retta a^ , e le direzioni A, A^_, A, Af^., , dei suoi due lati che in 0( ai incontrano, 
formino angoli eguali opposti con unii stessa direzione o rispettivamente con le 
due direzioni di a, (t=£ 1 , 2 , ... ,n — 2 , n— !)■ 

Inratti basta costruire il gruppo di punti P, Pi .-.Pn-iP»-! , di cui P, sia il 
simmetrico di A'„ rispetto ad a, , e Pj sia il simmetrico di P^., rispetto ad a. 



(*) Nei nnmeri 63, 64 della prima delle sae dae memorie ; Ueber Jlfaximum und 
Minimum bei den Figuren in der Ehene , auf der Kugelfidche ttnd im Eaume Uber- 
haupt, pubblicata, tradotta in francese, nel Cliomale di Lioaville, voi. VI, e nel Qior- 
naie dì Creile, voi. XXIV, e, in originale, nelle sae G samnulle Werke, voi. II. 

["} Nella seconda parte delle Bemerìmngen und Zusdtge eu Steiners Aufa&lst 
itòer Jlfartmum und JUinimum, Joornal f. d. reine u. angewandte Uath., Bd. 96. 
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(i = 2,3 .... . n-2,n-l); quindi costruire il gruppo di punti A„_, A^., ... A, A,. 
in modo che sia A„_,=A"„P,_, "«-i , e sia A,sAy+, Pj-Oj (r=n-2 , n— 3,...,2 , I). 

li problema è determinato e di primo grado (•). 

la stessa linea poligonnle inscritta isoclina può ottenersi costruendo il gruppo 
di punti Q„_, Q„_, ... Q, Q, , in modo che Q„,, sia il simmetrico di A"„ rispetto 
ad 0|,_, , e Qj sia il simmetrico di Qi+, rispetto ad o, (( = «-2 , n-ìJ , ... , 2,1); 
quindi costruendo il gruppo A, Aj ... A,.i A„_, in modo che sia A,=A'„ Q|-a, , e 
sia A( = Af_, Qi-Oi (1 = 2 , 3 , ... , Jt-2 ,n- 1). 

Se si costruiscono entrambi i gruppi di punti (P) e (Q) , la linea poligonale 
richiesta è formata dalle rette A', Q, P, Q, P, Qj ... Pa_»Q,_, ?„_( A", 
prese nell'ordine in cui sono scritto. 

2. Se i segmenti A'„A, A, A^ A^A, ... , lati in senso stretto della linea poli- 
gonale ora costruita, si Tanno coincidere successivamente, il primo colla sua im- 
magine rispetto ad a, , sulla retta P, A, ; questa immagine e il secondo colle loro 
immagini rispetto ad a, , sulla PjAj; queste due immagini e il terzo colle loro 
immagini rispetto ad a, , sulla PjA, ; ecc.: si troveranno in ultimo trasportati 
tntti quei lati sulla retta P„_, A", , in modo che ciascuao sarà adiacente al pre - 
cedente e che, considerati come segmenti relativi {••), avranno per somma il seg- 
mento P„_, A"„. Per comporre questa somma , si deve (partendo con un segno 
arbitrario pel primo lato) prendere ciascuno degli altri lati con lo stesso segno 
del [irecedente ovvero col segno opposto, secondo che sia riDesso ovvero rifratto, 
cioè secondo che stia col precedente dalla stessa banda o da bande opposte della 
retta o^ sulla quale s'incontrano ('*•). 



(*) Cfr. Baltzer, Ehm. der M'itk. , Planim. , 1883, § 6. 12: Steiner, m. 
e, 63, Ut, e, 3." 

Il problema: Descrivere il cammino che deve segaira in nn bigliardo nnapalla 
d'avorio, &f^Dchè partendo da un punto dato venga a passare per nn altro pnato dato, 
dopo avere urtati alcani lati assegnati del contorno supposto poligonale (Sannìa o 
D' Ovidio Elem. di Geom. . 1886, prob. 12 degli Es. in fine del lib. 2.") ; ovvero, 
cbe torna lo stesso : Descrivere il cammino che deve percorrere un raggio luminoso 
che parta da nn dato punto di una stanza prismatica di specchi (secondo nna dire 
wne contenuta nel piano condotto per quel punto perpendicolarmente agli spigoli la 
Urali del prisma), e che si rifletta in determinate pareti della stanza , affincbè per 
Tenga ad nn altro pnnto dato in qnel piano ; b un caso particolaie del nostro, e ha 
delle condizioni in plìi da sodisfare, derivanti dalle particolari condizioni fisiche, sio- 
clib non è sempre possibile. 

("j Stolz, VoTlea. «. Allg. Arith. I. Toil, 1885, V. Abschn. , 7 ; Baltzer , 
op. e, 9 14, 1. 

(***) Steiner, ra. o. , 63, III, À; Sturm, m. e, §§ 19, 21 e 23. 
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Se sì verifica sempre la prima Ipotesi, la grant^ciza assoluta della aomma sarà 
eguale alla somma delle grandezze assolute dei Iati, eioè sarà il perimetro della 
lìnea poligonale nel significato ordinario. 

Facendo, in ordine inverso, la analoga riduzione dì quei lati sulla retta Q^A'. , 
si ottiene la stessa somma, cioè il segmento A.'„Q, sarà eguale al segmento P,.,A", ; 
perchè la punteggiata descritta dai lati ridotti sulla retta A', Q, è eguale a quella 
descritta sulla retta P„., A"„. 

Gbiameremo, in tutt'i casi, perimelro della tinca poligonale inscriUa isodina 
un segmento eguale a ciascuno dei segmenti P„_, A"„ A'„ Q, assolutamente con- 
siderati. 

Per ogni altra linea poligonale inscritta nell'(n—t)-latero e terminata ai punti 
A', A"h non ha luogo la nozione del segno nei lati, perchè, mediante le succes- 
sive operazioni descritte innanzi, questi non si ridurranno sopra una stessa retta, 
ma fonneranno un contorno poligonale che avrà gli stessi termini del segmento 
I*H~t A"r ovvero A'„ Q, ; siamo dunque indotti a considerare questi lati come un 
gruppo di segmenti assoluti, e a dare al perimetro il significato ordinario di somma 
di lati assolutamente presi. E si ha il teorema : 

fra le lìnee poligonali die terminono agli stessi due punti e sono inscrive 
neil' (n - i)-l<ìlero, la tsocJina è quella di più piccolo perlmelro. 

II. 

3. Proponiamoci adesso il problema (*) : 

Dato un n-agono piano semplice arbitrario , coslrtiirne «n «Uro ìmcrUlo 
isQcUno nel primo, cioè tale che abbia ciascun vertice ordinatamente sopra cia- 
scun lato (retta) del primo, e abbia ciascuna coppia di lati consecutivi egualmente 
inclinati a quel lato del primo sul quale s'incontrano (vedi S !)■ 

Chiamiamo Ot Ot ■■• ^n-i "« 'e rette e V, Vj ... \„_, V„ i punti costituenti 1 Iati 
e i vertici del dato poligono, in modo che sia 0^ = V,'Vi+, {i= 1 , 2, ... , n). 

Di una retta r'„ del piano si costruisca la simmetrica r, rispetto ad ri, ; della 
retta r, si costruisca la retta t^ simmetrica rispetto ad a^ ; ecc. ; e finalmente 
della retta r._, si costruisca la retta r"„ simmetrica rispetto ad a„. 

I piani rigati sovrapposti 

0-'.) (',) (r.) ••■ (■■,-,) C'-".) 



(*) Dal quale dipende l'altro : 

Tracciare in nn bigliardo di contomo poligonale arbitrario il cammino che deva 
percorrere una palla urtando in assegnate Eponde con dato Ordine, affiaohù la palla 
stessa lo possa aegnire perennemente. Va analogo quesito può farsi circa il canuuino 
d'nn ri^gio lomihoio, eoe. ($ 1, nota). 
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deterìlti riBpettÌ?ainente dalla rette r. r, r, . . , r._, r". , al variaro della prima 
* nel piano dato , sono , cominciando dal socondo , ciascuno simmetrico del prece- 
dente rispetto agli assi a, af..a^_, a,- 

Dunque secondo cbe n è dispari o pari i piani rigati (r'^ (r".) sono eguali 
opposti eguati direttamente (*). 

Nel primo caao ti è in generale una sola retta unita r, , oltre la retta all'ìn- 
Qnito. Perchè k rete di coniche, i cui punti basi sono i punti uniti (**), è com- 
posta delle iperboli equilatere che hanno un assintoto in comune ('**) ; e quindi due 
dei tre punti uniti cadono nel punto all'infinito di questo assintoto, il terso è il 
punto all'infinito comune agli altri assintotì; e delle tre rette unite una è quel 
primo assintoto, le altre due coincidono con la retta all'infinito ("**). 

Quando si parta da questa retta unita r. come retta r*. , e solo allora, sarà 

r". = T'n : 

e quìmli l' n-latero semplice che ne risulta, costituito dalle rette r, Tf .. r^., r, , 
prese in questo ordine, & l'unico n-latero inscritto isocUno al dato. 

Per costruire la retta r. basta trovare di due punti H' N' del piano (r*^ i cor- 
rispondenti punti H'' W del piano (r"„) ; la retta congiungento i centri dei segmenti 
H' H" N' N" sarà la richiesta r,. 

Nel secondo caso non t* ò in generale nessuna retta unita reale, oltre la retta 
all'inOnito. Perchè la rete di coniche, 1 cui punti basi sono i punti uniti, è com- 
posta dei cerchi che passano per uno stesso punto reale al finito ; e quindi i tre 
punti uniti sono questo punto e i due punti ciclici immaginarti all'infinito del pia- 



(*J Cfr. , anche per ciò che segna in questo $, Felix Klein, C7. $ogenanle 
Niehl-Euklid. Gevm., $$ 9 e 18, Mathem. Ann. IT. 

{**J Staadt, Geom. dar Lage, a° 291 e Beitragù gar Oeom. der Lage , nn- 
merì 188, 801 ; Chasles, Mém. de Qéom. in segaito aìVApér^u Àislorìque, n. 488. 

{***) Uhasles, Propr. rei. au déplac. fini eto., n° 12, 1^ Comptea rendus, t. 51. 

['***) Cfr. SohflU. Tkeorie der Bewegtmg «nd der Krafte, 1879-80, II. T. , 
Cap, I., { 7 ; Baltier, op. e, $ 7, 4, e anche $ 12, 6 (dove la aimiglianza sì riduca 
ad egnagliansa); Sannia e D' Ovidio, op. o., g 110; Magnns, Aufg. tinti. Lehrs. 
M» der anal. Oeom., $ 18 ; Chasles, nltima m. e, n' S6, 8° e a" 45, In questo 
nltimo nomerò t'ò una ineaattesza, non corretta né osservata da Btisse nella sua 
liprodDiione illnstrata (Journal de Lioaville 187-1-75) della memoria di Chaslea, 
cioè raueixioae ohe per dna figare eguali ìnTersamente tMo dei due pnnU uniti è 
•il'infiuto ; infatti abbiamo tìsìo sopra che invece tuW e dtu i ponti nniti sono al- 
l' infinito. 
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no ; e le tre rette unite sono le rette ìminaginarie che congiungono il primo punto 
con gli altri due, e la retta air ìnflnfto, congiungente i]uesti due (*). 

Dunque quando n è pari in generale non t' è nessuno n-latero inscrìtto iso- 
clìno. Ma se in particolare i piani rigati (O ('""•) risultano omologici affini ed omo- 
tetici, se, in altri termini, hanno parallele (direttamente) le rette corrispondenti 
(che avviene quando a, — a» + Hj — ... + «„_,- a, = (J i)), vi ha infinite retto 
unite r, , e sono i raggi paralleli che escono dal centro dell'omologia. Quindi in 
questo caso particolare vi sono inQniti n-iateri insorìtti isoclini al dato , e son 
tali che i Iati di uno sono paralleli rispettivamente ai Iati di un altro qualunque 
di essi. Una di queste infinite rette r„ si costruisce congiungendo due punti omo- 
loghi M' M" dei piani (r'„) (r"J O' 

OssEBVAziOifE. Per tutti e due 1 sopra trattati casi che esista un n-agono in- 
scritto isoclino r, r, . . . r, = A, A| . . . A„, dove 6 fjsA, Aj^., (i= 1 , 2 , ... , n) , 6 
Gondisione necessaria che in esso vi sia un nùmero pari di coppie di Iati (segmenti) 
successivi Ai_, A| A^Aj^, posti da bande opposte della retta a^ sulla quale si in- 
contrano. Perchè risulta dal nostro ragionamento che, fissando una direzione sopra 
quella retta r\ con cui si deve partire per costruirlo, è necessario che, in entrambi 
i casi, la direzione corrispondente che si ottiene sulla r", , coincida con la dire- 
zione scelta sulla r'„ ; è necessario cioè che queste due direzioni costituiscano una 
sola diredone A, A, , ovvero A, A,, del lato r„. E perchè percorrendo il contorno 
dell' n-agono Inscritto isoclino in un determinato verso, le direzioni secondo cui 
si cammina sopr? due lati (segmenti) successivi saranno fra loro simmetriche ov- 
vero runa opposta alla simmetrica dell'altra, rispetto al lato dell' n-agono dato sul 
quale si secano, secondo che quei due lati sono dalla stessa banda o da bande 
opposte di quest'ultimo (cfr. $ 2). 

Sicché considerando l' n-agono inscritto isoclino come una linea poligonale 
inscritta isoclina nell' (n - l)-latero a^+i «i+t — ci(_, o^,, e avente i termini coinci- 
denti nel vertice A[, il perimetro (nel significato speciale del $ 2) di questa linea 
è costante, al variare di i da 1 ad n ; e però possiamo d' ora innanzi intendere 
per perimelro deli' a-agono inscriUo (sodino il perimetro di una di questo n linee 
poligonali (i= 1 ,2 , ... ,n). 

Per un n-agono inscritto arbitrario, nell' n-agono dato, la condizione-su detta 
non è necessaria, e però non si può che ritenere per esso la deflatzìone ordinaria 
di perimetro, somma di lati (segmenti) assolutamente considerati , se non si vuol 
dare un significato ambiguo a questa parola. 



(*J Schell, I. 0. §3 4 e 5; Baltzer, op. o. , § 7 , 2 e 3 , e anohs § 12, 5 
(rìdncendo U aimiglianza a eguaglianza); Snnais e D'Ovidio, I. o.; Euler Nov. 
Ad. I'eirop.,9, p. 154; Magsus, I. e; Chaales, m. e, nnmeri I, 7, 45. 

(**) Cfr. qaeato $ con la mia nota Sui poUffoni pinni $tmplici, Oioruale di Bat- 
tagUni, voi. XXm. 
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A 

4. ChiaiDiamo a^ l'angolo positivo V^ Vf_,-Vf T^^^ dol poligono dato, cbe ha il 
vertice in Tj(t= I ,2, ... ,n- t,n). Fissiamo uaa direiiona sopra r',, indicandola 
COR questa stessa lettera, e chiamiamo ^ l'aogolo positivo che essa fa con la di- 
rezione V, Va di a„ , cioè poniamo 

Chiamiamo con r, la direziono simmetrica della direiiono r'. rispetto ad a, ; 
con r, la direzione simmetrica di r, rispetto ad a^ ; ecc. avremo le seguenti c<,'ua- 
glianze di angoli : 



r*.- V, V, = V, V,.r, = r',. V, V„ + V, V,-V, V, 
r,^V, V, = V, V,^r, = r, • V, V, + V. V,^ V, V, 

A A A A 

r,-V, T, = V, V,.r, =: r,-V, V, + V, V.- V, V» 

= ^ + o, — a, + Oj 

A A A A 

r,.V.V, =V.V,T*=r,-¥,V, + V.V,-V,V, 

= n — p - a, + «, - «j + otj 



'f.^* ■*""•= P + a, -Oj + fl^-... + «„ (ft dìspari) , 
= it-p-a, +«,-0, + ... fa, (ft pari).. 
Nel caso che n sia pari, quando è inoltre 

a, -a, + «, - ... + a,_, -n,= , 
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e soltaDto allora, si ha 

cioè la r", risulta direttamente parallela ailar^ (il che aveTamo predetto (j 3) ). 
S, Facciamo coincidere la direziono r', con la direzione V, V., cioè facciamo 
^ = ; e indictiiamo con p, p, ■■. p„.t Pn le direzioni r, r^ ■.. r,., r"« clie si ot' 
tengono in questa particolare ipotesi. Si avrà 

A 

^ii'*'i-P«= a, -Oj + a,- ... +«„ (n diaparij , 

= it-o, + «,-((, + ..+ a» (n pari). 

Se poi indichiamo con q,., la tlireziono simmetrica della direzione V, V„ ri- 
spetto ad (!„,, ; con 9,., la direzione simmetrica di q^_, rispetto ad a,_t ; ecc. ; 
e con 9, la direzione simmetrica di 9, rispetto ad a„, avremo 

A A A 

+ V,., V,_, -g^, = K + a,_, -«,_, + a. 



Dunque 



T.Ycg, = o, — a, + a, - ... fa, (n dispari) , 

= it + a, - a, + flt, - ... — o, (n pari). 

A A 

^n 'i ■ 9* = T« ^i -P» (" dispari) , 

V«V,-g,=p,-V.V, (n pari)^ 
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6. Sulla retta a, si prenda un punto A, , e assumendolo come un punto A', 
e come punto A", insieme, costruiscansi i gruppi di punti (P) (Q) (A) relativi al- 
l' (n-D-latero a,o, ...a,_,a,^, (J (). La linea poligonale A,A,A,... A,_,A,_,A, 
sari inscritta ìsocHna a questo (n - I )-Iatero. E perchè essa possa costituire un 
n-agono inscritto isoclìno ($ 3) nell'n-latero dato è necessario e basta che la 
retta A, A, , che già passa pel punto Q, , passi anche pel punto P, simmetrico ili 
P,., rispetto ad a,; cioè che i segmenti Q, A^ A,P„, eguali al perìmetro della 
linea poligonale ($ 2) , sieno sopra una stessa retta. VA anche è necessario e basta 
che la retta A^, A. , che già contiene il punto ?„., , contenga il punto Q. sim- 
metrico di Q, rispetto ad a^; cioè che i segmenti P,., A, A.Q., eguali al peri- 
metro della linea poligonale, sieno sopra una stessa retta. 

7. Se n è dispari, le direzioni p„ q^ sono direttamente parallele {§ S) ; e però 
Tacendo muovere il punto A, sulla a, nella direzione V, V„ , i punti P^, Q, descri- 
Tono due punteggiate direttamente eguali sulle p, q, rispettivamente ; e quindi i 
segmenti P« Q, , terminati dalle coppie di punti omologhi di queste punteggiate , 
sono fra loro equipollenti. 

Supposto costruito, come nel $ 3, il poligono tk.,kx — ^n-tK~^t''t — ^»-i*'» 
inscritto isoclìno al dato, il suo vertice A, dovrà essere centro di quello dei seg- 
menti P| Q, sul quale sarà situato (§ 6) ; e tutt'i segmenti equipollenti P^ Q| sa- 
ranno quindi eguali al doppio del perimetro di questo poligono inscritto isoclino 
costruito (S 3 , Osso- 
si abbia ora un n-agono A', A', ... A'a_t A', inscritto nel dato, diverso dall'iso- 
clino , ma del reato arbitrario. E costruiamo la linea poligonale A'. A", A"i . . . 
... A",_,A"^, A'» inscritta isoclina air(n— l)-latero 0( (^» -..o^iO»., , e i cui 
termini coincidano in A'.^ (S !)• ^i '''■'à (§ 3) perìmetro A',A",A"t...A"a_,A'M < pe- 
rimetro A', A', ... A'^, A',. 

Se i punti dei gruppi (P) (Q) che son serviti a costruire il poligono A",A",... 
— ^"«-1 ^'» si indicano con 

P*. P-, . . . P-^, P', Q-,., Q'^, . . . Q', Q'. . 
eì avrà 

perimetro A', A", A",. . . A"^i A', = P',A', = A'^Q',. 

Ha poiché il ponto A', è fuori la retta P'« Q', , si ha ancora 

P'»Q'.<P'»A'.-1-A'.Q', . 

mb, diTidendo per 2 , 

perimetro A, A, . . . A^, A, < perimetro A', A", A", . . . A'',^, A',. 



d=y Google 



H Sì K 

Quiodi a più forte ragione ò 

perimetro A, A, . . . A^ ., A, < perimetro A', A', . . . A',_, A',- 

■ Dunque : 
* In u/t D-agono semplice di un numero dispari di lati vi b sentprc uno ma 
«» solo n-flffono semptice inscrUto isocUno, H quale & Vn-ayono inscrUto di più 
piccolo perimetro ("). 

8. Quando il numero n dei Iati a, o, ...((„_, o, del poligono dato- è pari, ab- 
biamo visto (5 3) che in generale non T'è nessun n-agono inscritto isoclino in 
quel polifTono. Le direzioni p^q, formano allora con la retta a, un triangolo iso 
scete di cui la base è su questa retta (§ 5) ; e considerazioni analoghe a quelle 
del S precedente non possono aver luogo, se non che nel caso particolare che le 
direzioni p„ q, sieno direttamente parallele alta direiìone V, T, , che sia, cioè, 

P«-V,V. = ¥„V,-g,=i[, 
per il che è condizione necessaria e sulfioìente che sia 
a, - a, + a, - . .. -i- a,_, - a, = 0. 

In questo caso abbiamo già assodato ($§ 3 e i) che vi sono inDnili fi-agoni 
inscritti isoclini ; ed è facile poi convincersi che preso un punto A, sulla a, e co- 
struita col solito metodo la linea poligonale A,, A| A, ... A^^ A,_( A, inscritta iso- 
clioa air(n — l)-tatero 0| Oi---fl«.iOB-i e coi termini coincidenti in A,, questa ò 
per l'appunto quell' n-agono insoritto isoclino al dato che ha per vertice sulla a„ 
il punto scelto A^. 

Se 

P, p, ... p,_, P, Q.-,Q»-i-Q.Q« 

sono i gruppi di punti ctie son serviti a costruire questa linea poligonale, il punto 
A. dovrà essere il centro del segmento P„ Q| > e dovrà essere (§ 2 e $ 3, Oss.) 

perìmetro A, A, ...&._, A. = PaA^ = A«Qi. 

Facendo muovere A. sulla a^, il segmento P^ Q, si muoverà mantenendosi 



(*) Cfr. qaeato e il segneate $ coi §g 25, 26 e 27 della m. e. di Sturm. Ivi 
il ponto 9/") è qaallo steiao che io chiamo Q,, nel seguente % 15. 
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equipollente a sé stesso e conservando come centro il punto A,. Quindi I perimetri 
degli inQniti n-agoni inscritti isoclini al dato sono tutti fra loro eguali , perchè 
tutti ejfuali alla metà del segmento costante P, Q,. 

Ogni altro n-agono A', \\ ... A'„_, A.„ inscrìtto nel dato ha un perimetro mag- 
giore del perimetro dell'n-agono A, A, ... A^., A^ inscritto isoclino, avente in co- 
mune con quello il vertice A„ sulla a, , o quindi anche maggiore del perimetro 
di ogni n-agono inscrìtto isoclino. Dunque : 

/fi un n-agono semplice di un numero pari di lati o non t' è nes-tun n-agono 
sempHee imcritfo tsocUiio, ovccro ve ne sono in^nili , i quali hanno i perimelri 
fra loro eguali e piò piccoli del pciimelro di ogni altro n-agono semplice in- 
scrino. 

Siccome ì contorni di questi n-agonl inscritti isoclini sono anche paralleli 
(5 3), si potrebbe dire che essi sono equipollcnli. 

Perchè si verifichi la seconda parte del teorema ora enunciato , il poligono 
dato deve sodisrare ad una sola condÌEÌone elementare , la quale fa dipendere la 
dirciiono di una delle n rette Oj «» —a,-, fl« dallo altre rette scelte arbitraria- 
mente. 



9. Dato un n-agono semplice qualunque, può darsi uno di questi tre casi : 

a) Neil' n-agono inscritto isoclino (n dispari), ovvero in uno degli n-agoni 
inscritti isoclini al dato (n pari), ciascuna coppia di lati (segmenti) successivi sono 
dalla stessa banda del lato di questo sul quale si incontrano ; 

b) Questa proprietà non ha luogo nell'unico n-agono inscritto isoclino (n dis- 
pari) ovvero in nessuno degli n-»i;oni inscritti isoclini (n pari) ; 

e) Non vi è nessun n-agono inscritto isoclino (n pan). 

Nei casi a) e b) il perìmetro dell'n-agono inscritto isoclino è un segmento 
pifi piccoio del perimetro d'un n-agono inscritto qualunque. Ma in a), appunto 
perchè il primo perimetro si riduce anch'esso a un perimetro nel significato or* 
ilinario, come ò il secondo, acquista il carattere di un minimo, ovvero di limite 
inferiore a cui si approssima indefinitamente ìl secondo perimetro, a misura che 
i vertici del polìgono inscritto arbitrarìo si muovono, indefinitamente avvicinandosi 
ai vertici del poligono inscritto isoclino. 

Questo carattere di limite manca in 6), perchè ivi è una sostanziale dìfTerenza 
tra il significato speciale del prìmo perimetro e il significato ordinario del secondo. 

CI si può domandare qual sia, nei casi 6) e e), t'n-agono inscritto che sosti- 
tuisce l'n-agono inscritto isoclino del caso a), in quanto alla proprielà notata del 
ininiroo. Ecco dò che ci limiteremo a rispondere In generale : 
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Nei casi h) e e) il minimo del perimeiro d'un n~agono in$criuo variabile 
non pud essere il perimeiro di un n-oyono proprio imeriuo ; può quindi soltanto 
essere il perimetro di un n-agoao dej^enerato, in un m-agono (m < n), in quanto 
che abbia o delle coppie di lati successivi posti sopra una stessa retta , ovvero 
«Ielle coppie di vertici successivi coincidenti tra loro, e per conseguenza coinciJenti 
con un vertice dell' n-agono dato, ovvero l'una e l'altra cosa insieme. 

Infatti nel caso b) il minimo in discorso non può essere il perimetro, nel senso 
ordinario, dell'n-agono inscritto isoclino (n dispari), ovvero d'uno degli n-agoni 
inscritti isoclini (n pari) ; tmperocchò , se in entrambi i casi indichiamo al solito 
con A, Aj . . A„_, A, l'n-agono inscritto isoclino, in questo vi sarà almeno una cop- 
pia di lati consecutivi A, A^+i A,.^, K,^f situati da bande opposte del lato o,^, del- 
l' n-agono dato ; e ciascuno degli infiniti punti di a^, compresi tra A,^, e il punto 
A.'r+^ s Qr+t ' ^r Vvt > ^ aoche di altri inBniti al di ìk di A',^, , darà la somma delle 
sue distanze da A, e da A,^i minore di A, Ar^( + A,^, A^,, 

In tutti e due i casi 6) e e) poi , Sfi poniamo che esista un n-agoao proprio 
A', A'j... A',^, A'„ inscritto (non isoclino, nel caso b)) il cui perimetro sia quel 
minimo, vi sarà certamente in esso almeno una terna di vertici successivi A'^A'^^, A',+tt 
rispettivamente sui lati a, o,^, 0^4.1 , tali che le rette &', A',+i A'^-i-i A'^^t non sieno 
egualmente inclinate al lato Of+i. Quindi si avrebbe, contro l'ipotesi, un n-agono 
inscritto di perimetro più piccola che il perimetro di A', A'i •■■ A',., A'„, col so- 
stituire al vertice A',+i uno degli infiniti punti di a^+t che vanno da A'^+i al punto 
A'Vi-i s Cp+i -AV A',+» (se i punti A', A',+i sono da bande opposte di a,+,) , ovvero 
al punto A"r4.| tale che le direzioni A''^^! \'r ^"r-n ^'r-t-i facciano angoli eguali op- 
posti rispettivamente con le due direzioni di a,.^., (se i punti A', ^',^1 sono dalla 
stessa banda di a,^,)- E si contradicc all'ipotesi anche sostituendo al vertice h.'r+t 
uno di infiniti altri punti posti sopra a,^, al di là di A'V^,. 

IO. Volendo limitarci a considerare i soli n-agoni inscritti (in senso stretto) 
che hanno i vertici sui Iati in senso stretto dell'n-agono dato, dovremo suddivi- 
dere il caso a) nei due seguenti : 

a') L' n-agono inscritto isoclino (n dispari) uno degli n-ngonì inscrìtti iso- 
clini (n pari), oltre a sodisrare la condizione a), ha anch'esso tutt'ì vertici intemi 
ai lati (segmenti) corrispondenti dell'n-agono dato ; 

a") Questa seconda condizione non è soddisfatta (*). 



(*) La osservazione di Starm, a prìnotpio del g 28 della m. 0., b erroneft, in 
quanto che la ooodizione aggiunta in a') non è, in generale, né necessaria ne saffi- 
ciente perchè si abbia il caio a). Non solo, infatti, vi sono n-agoni inscritti isooliai 
ohe pur sodisfacendo a quella condizione a') non hanno la proprietà a) ; vero è, al- 
lora naturalmente l'n-agono dato sarà concavo ; ma vi sono ancora n-agonì iaaoritti 
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Ed allora li minimo del perimetro del poligono variabile inscritto in senso 
stretto è soltanto nel caso a') nipprcsentato dui perìmetro dell' ii-agono inscritto 
isociino, mentre nei casi a") b) e) non può essere cbe il perimetro di un n-agono 
degeoeratc. 

11. Per ogni assegnato valore di n la ricerca effettiva dell'n-agono limite de- 
generalo , nei casi h) e) quando si tratti di n-agono variabile inscritto in senso 
generale {$ 9) , e nei casi a") b) e) quando di n-agono inscritto in senso stretto 
($ 10), è. ch'io creda, molto complicata; richiede si classiflchino opportunamente 
i diversi n~agoni che possono esser dati, e si studii ciascuna classe ordinatamente; 
e se ne può vedere un esempio nei §§ dal 28 al 33 della m. di Sturm , dove la 
ricerca è fatta semplicemente per l'n-agono variabile inscritto in senso stretto, in 
uD dato triangolo ottusangolo (n = 3, caso 6)), ovvero in un quadrangolo convesso 
(n-agono dato convesso, n = 4 ; casi a") b) e) ). 

Quando l'n-agono dato è un triangolo, si è nel caso a'), soltanto allorché il 
triangolo 6 acutangolo (*) ; si è invece nel caso b) allorché ò ottusangolo ; altri 
casi non possono darsi. 

E per un quadrangolo, si è nel caso a), soltanto allorché è convesso e in- 
scritto in un cerchio di centro interno al quadrangolo stesso <**}. 

Vi. 

12. La soluiione del problema del § 3 può presentarsi sotto la forma seguente: 
Di un punto A« di a^ costruiscansi i corrispoudenti gruppi (P] (Q) (A) come 

nel % 6. Se it punto A, descrive la punteggiata (A.) sulla a, , ì punti PiPi-->P«.iPfl 
tJescrÌToao rispettivamente, sulle rette Pi Pt ••• Ps-tPa (j S) • altrettante punteg- 
giate eguali alla punteggiata (AJ. 



isoclini che non aodiefano alla atessa condizione a!) , e pare hanno la proprietà a) ; 
e qui l'ti-agono dato paò essere anche conveaso , e sa ne ha nn esempio nel qua- 
drangolo A B G D, Bg. 6 della stessa m. di Sturm, g 29, caso e). 

('; Cfr. Stnrm, m. e, § 20; Steiner, m. e, 64, II, 3.", e Anm. 8) in 
fine delle geaamm. Warka, Il teorema relativo a qnasto caso fn ennaclato da Pa- 
gnano jnniore (Emditoram Diarìi, t. I, 1775, prob. IV, art. Vili) ; ma la dimostra- 
ùohq ivi data e quella accennata da Baltzer (op. e, g 6, 12} hanno il solito difetto, 
dal quale nemmeno Steiner fa sempre immane (vedi Stnrm, m. e, §g 1, 2 e 25). 
La dimostrazione analitica che si trova in Schloemilch {Uehungsbueh s. Slud. d. 
hoeheren Anali/sis, I. Teli, 1878, g 82. lOj e in Prenet {Riccuil d'ex, sur le Gal. 
hf., 1882, Ex. 223), vate (vedi in Sne della Ois. del § 3j per qaeato solo caso del 
triangolo acutangolo, sebbene ivi non sia fatta una tale restrizione. 

(••) Stnrm, m. o. , } 23. 

TOL. ZSVI. 
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La retta A. ?._, varia in un fascio parabolico di 2* classe (invilupiiante cioè 
una parabola) del quale fanno parte i raggi a^p.^, {*}. 
Quindi le rette 

A.P^, A^,,P,_, ... A,P, A,A,=Q,A. 

variano in altrettanti fosci parabolici di 2* classe, ciascuno simmetrico del seguente 
rispetto agli assi 

o«-. o,„, ... a, 
ordinatamente, e contenenti rispettivamente i raggi 

P«-i Pn-t • • • Pi 0»' 

Il fascio lineare di raggi paralleli (P^, P,J , e il fascio di 2* classe (Q, A,) 
descritto dalla retta Q)A«, sono proiettivi ed hanno per raggio unito la retta al - 
l'inQnito ; quindi (**) generano con la loro intersezione (oltre la retta all' infinito) 
una conica che passa pel centro (all'infinito) del fascio (P„_, P.) e che è bitan- 
gente alla parabola inviluppo del fascio (Q, A J ; e che però è una iperbole (*) , 
di cui un assintoto è il raggio del fascio (l*»_| P.) corrispondeote al raggio al fi- 
nito comune al due fasci, e l'altro assintoto è parallelo alla p^. 

13. Allorché n è dispari , questa iperbole sega la p, ia un sol punto P. a 
distaota finita, il quale dà l'unica soluzione del problema. 

Basta, infatti, per ottenerla, costruire, partendo da questo punto P, , succes- 
sivamente i punti corrispondenti 

P«-i P«-. . • . Pi Pi A» A,_, ... A, A,. 

Quando n è pari, il secondo assintoto della iperbole è p, , e quindi la iper- 
bole non sega la p^ in nessun punto al finito ; stcchà non v' è nessuna soluzione. 
Ha nel caso particolare cbe a, — «i -t- ■.. +otB_i — «,= 0, cioè che q, e p, sieno 
direttamente parallele alla direzione V, V« , il fascio parabolico (Q, A.) diventa li- 
neare e di raggi paralleli anch' esso , e la interseiione propria dei due fasci 
(P<i-t Pfl) (Qi K) si riduce alla retta p„ (g 8). In questo caso adunque ogni punto 
P, della p, risolve il problema. 

14. Allo steaso risultato si giunge riguardando le punteggiate che, al rouo- 



(*) Cremona, Ehm. di Oeom. proj. 1873, n. 120. 

(**) S & > della mìa Nota Sitile forme di 8,* grado gmerale , ecc. , voi. XXVI 
di questo Oiomale. 

(•••) Cremona, op. o. , a. 142. 
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vera di A» sulla a,, descrivono, sulle 17,.^ q^_t ... q, ^m rispeUìvamente i punti 
Qi-i Qa-i •■■ Qi Qm > ottenendosi cosi una seconda iperbole da segare con 7„; ecc. 

15. E come slam partiti dal lato a^ , possiamo partire da un altro lato qua- 
lunque flf , per ottenere la stessa soluzione. 

Cbiamando con P„ i punti P,(r= I, 2 , ... , n) che si costruirono nel S 13 , 
e con Q,^ gli analoghi punti Qr(r= I. 2 , ... ,n) cui si sarebbe giunti nel $ li ; 
nel caso, s'intende, cbe questi punti Ti sieno (n dispari, ovvero n pari e 
a, -«4+ ... + as_i - a„ = 0) ; e chiamando in generale con P,,j Q,, ì punti P^ Qr 
che si costruirebbero analogamente partendo dalla retta Qj (f = 1, 2 , ... , n) , ìa> 
vece che dalla particolare retta a„ , avremo il teorema : 

Ì)alo l'n-lolero a, a, ... a^_,a, (n disparì ovvero n pari e a, — 0,+ . , . + 

+ =^1-1 — «■ = 0) e coslruirt i due gruppi di punii (P,() (Qri) (r = l, 2 n) re- 

loJivi al lato a^ , i lati {rette) d'ordine dispari del 2n -agono semplice 

P(-,.( Q« P.-..( Qi-,,i . . . P,+..( Qm.i P« <Ìm.ì 

ovvero le rette diagonali principati net 2n--af7ono aempticc 

P<-M P(-«.<-P(+.* P« Q« Q--.,(-Qm,( ^i^ui' 

prese nell'ordine che qui si presentano, <ie(ermtnano t'a-ogofto AjAj_,Af_i. . ■ 
■^(4-1^1+1 inscì-ilto isocttno al dato a^ai.^ af_, ...a^^iaf^,. 
DiEatti i lati 

devono rispettivamente passare pei punti 

P<-,.( P<-i.l . • ■ P<+M P,(. 

e anche rispettivaraente per gli altri 

Q« Q/-..( • • ■ Qi*i,( Q«.i.<- 

Quando i varia da 1 ad n, i 3n' punii P e Q cAe si o(leni;ono sono disfri- 
baUi a 2n a 2n sugli n lati del poligono inscritto isoclino. 
P. e. sono sopra il Iato A^ A^^.^ i punti 

P,, Prt . . . P„ Q,^.,.. Q,^.,,, . . . Oh.,,,. 

Il perimetro del poligono inscrtKo isoclfno è eguale a ciascuno dei in seg- 
menti 

AìPh A(Qi( A,P,_,^, A; Q,+,_( (i = » . 2 n). 

K nel caso che n sìa dìspari : 
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Il qìtadraìujolo semplice PrtP(-,,j Q(+,,(Q«(i= i , 2 , ... , n) è «» retlonffolo, 
di cui \ lati son puraltisti e perpendjcotari ad a| , il eentro è &.( e quindi [e se- 
midiagonali sono e^fuott al perimetro suddcUo. E il quadrilatero semplice 
P(( Pf-i,i<)j+i,i4fi'i =1)2 •■••ili) è un rombo concentrico e circoscrillo al rettan- 
golo precedente e di cui una retta diagonale è a^ ; indicando con Pr„ q„ lo rette 
contenenli le direzioni p, 7, (r= 1, 2, . . .n) del 5 5, e in generale con p,iqri le 
rette che si costruirebbero, analogamente alle precedenti, partendo dalla retta 
Oj = Vj4., Vj(i = l, 2, ... ,n) invece che dalla particolare retta a„ = v, V„. 

Se esprimiamo coi numeri 

1 2 3 . . . n-1 n 

rispettiTaraente le grandeisé relative ($ 2) dei segmenti 

lati in senso stretto del poligono inscrìtto isoclino, la disposizione dei segmenti 
determinati dalle coppie di punti successivi io ciascuna delle punteggiate 

Pm Prt -. P« Ar A„, Q^,,, Q,^,,, ... Q^,,. 

sui lati (rette) A» A^i (r^ I. 2> — • ») risulta dal quadro seguente : 

A, A, 1 2 3... n-1 nll] 2 3...»-! n 1 

A, Aj 2 3... n-1 ni [2] 3 ... n - I n 1 2 

A, A» 3...n-l ni [3]...n- I ni 23 



A,-, A, n-1 n 1 2 3... [n-1] n 1 2 3 ... n-1 

S \ A,A, n 1 2 3... n-1 [n]1 2 3... n-i n; 

dove le parentesi [ ] indicano che i segmenti 1 2 3 ... n - 1 n chiusi in esse sono 
i lati del poligono inscritto isoclino in grandezza e posizione; e la collocazione 
relativa delle serie mostra che la serio situata sul lato A^ A;4., sì ottiene da quella 
sul lato precedente A,_, A^ , sopprimendo In questa il primo segmento i— I, po- 
nendoti, adiacente all'ultimo segmento i— 1, il segmento i, e quindi preadendo 
delia serie cosi modificata la serie simmetrica rispetto ad Oj- 
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INTORNO AD UN TEOREMA DI TCHÉBYCHEW 



GIOVANNI D'ARONE 

studente neirUnÌTersiti di Palermo. 



Siano U e V due funsioni di x, ciascunu delle quali rarii in uu determinato 
scaso, quando x va da ad 1. Tcbébycbew ha ossenato che respressione 



(1) £ UV tfec - r U dx^\ V dx 



è positiva oegativa, Becoado che U e V variano o no nel medesimo senso. Nelle 
sue lezioni alla a Sorbonne », Hermite , riportando questo teorema, ne ha espo- 
sto un'elegante dimostratione, dovuta a Picard. Ora noi ci proponiamo di dimo- 
strare e completare il teorema di Tchéb;chew, senza far uso delle considera- 
zioni baricentricbc, cui ricorre Picard, ed appoggiandoci, Invece, sopra una sem- 
plicissima identità algebrica. Si considerino, a questo scopo, due serie di n quan- 
tità arbitrario ; si prenda io esame t' espressione 

n(u,e, + «,©, + ... + «„«,)-(«, + «,+ ... -(-u,)(t», +Oi + ...-l-Ca) 1 

e so ne dispongano i termini nel seguente modo : 

u, (Cj - p,) -(- ti, (t), - e») + «, (r, - Da) + . . . + u, (f , - p,) 

+ «» (fi - 0|) + "i (Pi - Oi) + «t (Oi - «a) + • • ■ + "i («i - "«) 
-}-u,(Oj-p,)-t-«,(t)a-t?J + ii,(o,-rJ + . . . 4.u,(Ci-tJ,) 
+ 
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1 termini della diagonale principale sono nulli, e due termini simmetrici ri- 
spetto alla diagonale stessa si gmppano in modo da ridurre, comò segue, l'espres- 
Bione considerata : 

(W, - «,) (U, - P,) + (U, - «,) (W, - Vj) + . . . + («i-»0(f, -oj 



+ (w«-t - «•) (f «-» - V,). 
Sì ba dunque identicamente 

l<i» l>n (sa « 

Supponiamo, ora, che le u e le o siano rispettiTamente i valori assunti dalle 
funsioni U e V negli estremi superiori di n interfalli uguali, in cui fa diviso un 
intervallo qualunque. Per semplicità supporremo che si tratti dell'intervallo 01 ; 
ma ciò non impedirà di estendere il teorema di Tchóhycbew ad un intervallo 
qualunque, sìa direttamente sìa osservando che 

Ciò preoDesso, è noto che, per n crescente all' infinito , 

1 1 

e però, dopo aver diviso per ti* )' eguaglianza ('2), si ha, tacendo crescere n inde- 
finitamente , 

(3) fm ^ - Cv dxf^y iias = lìm.^'^(Mt-Uj){vt-Vj) , {i<j). 

Ora, se le funtioni U e V crescono o decrescono simultaneamente, .nell'inter- 
vallo considerato, i prodotti (u^ — Uj]iVi — vj) sono tutti positivi : sono invece ne- 
gativi quando un» delle funzioni cresce mentre l'altra decresce. Ciò dimostra il 
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teorema di Tchébychew. E vediamo altresì come non sta necessario che ciascuna 
runiione cresca o decresca costanteoiente nell'intervallo considerato. 

Osserviamo che, dette rispettivamente u e t> le variaiioni subite dalle fun- 
zioni U e V lungo l'intervallo 01, sì ba 

> ttj - tti > u, (i< i) , 

secondo che U cresce o decresce. Dunque 

secondo che U e V variano o no nel medesimo senso. Ho segue, nelle stesse ipotesi, 

>''"*•;? -^ ^"' ~ "'' '**' " *'i) > à "** • (* "= ^J- 

Per conseguenza si può alTermare, in virtù di (3), che l'espressto)» 
|^UV(la!-|\dxj*- Veto 

è compreta fra ed =uo. Questo enunciato completa il teorema di Tcbéby- 

chevr, e lo iaeludo, perchè uv è positivo o negativo, secondo che U e V variano 
no nel medesimo senso- È chiaro poi che, se ciascuna funEione non varia sempre 
nello stesso senso, ai valori assoluti di u e o bisogna sostituire le oscillasioni to- 
tali subite dalle due funzioni lungo l' intervallo 01, 

Possiamo, del resto, invece di ed ^ ut», ottenere altri lìmiti, che spesso 

riescono piìi vicini al valore della (1). Infatti, chiamando «« , a, . e ^o , ^i . i (i* 
miti fra cui oscillano rispettivamente i valori assoluti dello dilTerenze Uj^^ — Uj e 
^i+t^Vf, il prodotto (ut — Uj){Vi-'Vj) resta compreso, in valore assoluto, fra 
('-/)'^9» ed (i-i)*a(^,. Per conseguenza, dividendo per lim-?i*(ica^a o per 
lim<n*a, Pi il secondo membro della (3), questo diventa 



"^ Z [l'+2*+3'+. ..(n-t)»]=liin. 



n*-l i_ 

12»» ° a ' 



Quanto ai limiti di n*ao{l, , n*a^^^, essi ammettono una semplicissima In- 
(«rpretaùone geometrloa. Gonsideraodo le tangenti alla curva U sa , nell' Inter* 
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Tallo 01, si prendano quelle due che hanno massima o minima inclinaziono asso- 
luta sull'asse delio x, e siano rispettivamente a, ed 0. le tangenti trigonometri- 
che di tali inclinazioni. É chiaro che a, ed a^ sono i lìmiti verso cui tendono na, 
ed na, , por n inQnito, e però, introducendo quantità analoghe, 60 ^ &i • per la 
funzione T, si ha 

ìim-n»a„po = ai)''o . lim-ti^a, p, = 0, 6,. 

Dunque, il valore astoluto dell' espreésione 

|] DV da - [^ U dx|\ dos 

è compreso fra ^^ ed ^' . 

Queste limitazioni potrebbero forse tornare utili nel calcolo di certi integrali 
dcDniti. Come unica applicazione osserviamo che, se si prende 

u = f(logl) , v = (logl)', 

essendo e una frazione propria, si ha 

Il teorema di Tchébychew dico che l'espressione 

j^ a^e" f{x) da; - r(H- e)/^ e-'fix) dx 

i positiva negativa, secondo elio la funzione f{x) è crescente decrescente per 
ce variabile da zero all' in&nito. Grazie al complemento da noi dato al teorema 
stesso si può affermare, inoltre, che il valore assoluto dell'ultima espressione è 
superiore a 



ea^ / e y* 
12 \i-J ' 



dove a, rappresenta il minimo valore assoluto di e'f{xì, per x positivo. Ritor- 
neremo tra breve sulle considerazioni precedenti por racchiudere l'espressione (I) 
fra limiti ancho più approssimati , ed appllcheromo allora i nuovi risultati a sva- 
riate questioni d'analisi. 
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SULL'ANALISI INDETERMINATA DI 2« GRADO 

NOTA II" (•) 

DEL 

Dott. R. MARCOLONGO. 



IS. Z^assìAmo ora a discutere un'altra forma dell'equazione generale; quella 
j cui 1> = E = , cioè la forma 

Aa* + Bacy + Cy* + F = 

che teferao scritta invece così : 

rta:» + 26a3y + cy*=:P. (I) 

b tioto come nella teoria del numeri s'intenda per forma quadratica un'esprcs- 
g\onc 'iella forma : 

oó;' + 26afy + cy* 

e come h teorica delle forme quadratiche sia stata completamente sviluppata pur 
opcrn (li Fé r ma t, Eulero, Lagrange, Legcndve, GausseDirichlet (**). 
Allorquando si cerca di risolvere l'equaElono indeterminata (I), si dice che si 
cerano le possibili rappresentazioni del numero P mediante la formu quadratica 
(a.b,c). Ci Sì presenta quindi fin da principia il doppio problema, di ricono- 
scere cioè a priori se la rappresentazione è possibile , e quindi trovare tutte le 
possibili rappresentazioni. 



[*) V. Qoesto Giornale, voi. X3CV, pag. 161. 

(**) Diofanto-Leonardo Piflano-Fermat che proposero e in parte sciol- 
sero alcane equazioni indeterminate di 2' grado, si occuparono dispeciali forme qua- 
dratiche. Piti Inngi e piti profondamente spinse le ricerche Eulero, ricsL-che sparse 

TOL. XXYI. 9 



d=y Google 



)( 66 )( 

t>robIenii del tutto analoghi ci si erano presentati nello studio della equasiono 
di Legendre; e come la teorìa dei resti quadratici ci die il mezzo di poter ri- 
spondere completamente alla domanda dulia possibililà o impossibilità della equa-' 
Eione , la teoria delle forme quadratiche ci farà risolvere il doppio problema per 
questa nuova forma di equazione indeterminata. Ha prima di esporre il caso ge- 
nerale , riassumendo in breve i principali risultati della teorica delle forme qua- 
dratiche, cominciamo coU'esporrc due casi particolari dai quali in seguito sempre 
faremo astrazione. 

16. Supponiamo P = 0. Perchè la 

ax* + ibxy + by* = 

ammetta soluzioni intere diverse dalle 

x = Q e y - 

occorre che sìa b* ~ac = u* , essendo u un numero intero; allora sarà facile de- 
durre in generale : 

y~at 
t essendo una indeterminata intera. 

11. Supponendo P^O, si supponga e — 0. 



nei Commentari e sei Novi Commentari Acaderniae scien. imp. Petr. ; ! cni risaltati 
farono poi raccolti nella sna Algebra. 

La riBOlazione completa di nna equazione indeterminata generale di 2* grado è 
dovuta a Lagrange che pnbblioò le aue profonde ricerche sulle Nouv. Mém. de 
l'Acad, de Ber. nelle Additions à VAlg. de Euler, e nelle olaasiche Memorie citate 
al principio della mia prima Nota, 

Legendre [Académ. des sciene^ 1785 e aeg.) completava le ricerclie di La- 
grange. 

Qaqss imprese a trattare lo stesso argomento con metodo dal tntto diversa 
{Bechereh. Arith. pag. 1I6-Z)j3. Aritk. psg. 165). InSne al Diriohlat sodo do- 
rate delle iateressantUsime eempllfìcazioni alla teoria delle forme quadratiche nel caso 
del determinante positlTO {Vereinf. der Theorie v. s. w. Beri. Akad. 1854 e Jour. 
de Liottv. tomo 2°, 2* serie) e quindi le splendide ricerche ani nnmero delle classi 
delle forme di dato determinante {BecJi. sur div, apptic. de Vanal, infinit. à la t%. 
de$ nonibret. Creile Jonr. 19 e 21. Zahlentheorie. V. Abtchniit. 
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£C (oic + 2 fry) = P. 

Pccompontnmo P nel prodotto di due fattori. Siano uovi fattori di uiu di que- 
ste (lecomposiiioni ; avremo : 

x = u , ax + iby = v 
i'mie 

au—v 

è superfluo osservare che dovremo ritenore solo quelle decomposizioni che ci danno 
per y un numero intero. 

IS. Supponiamo che il determinante della forma sia un quadrato esatto; cioè: 



6» - oc = ft». 
L'equazione: 



avrà due radici razionali e diverse che indicheremo con — e — ' 

n n. 
Avremo 



a(a:-^3/)(a:--^s) = P 



dotto di due fattori, indi risolvere due equazioni di 1° grado rispetto w ed y. 

Ili IR, 

ai A= u le uuo rauicr 
giuDgeremo alla : 



occorrerà adunque che sìa un quadrato esatto 
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allora : 

nx ~viy = ± na. 
Due soluzioni particolari sono 

x=±a y=0 
oade la generale : 

as = J: a + mi 

y=nt 

SO. Ciò premesso richiamìnmo brcTomente le proprietà principali delle forme 
quaiiraliche che conducono alla ricerca delle possibili rappresentaeìonì di un dato 
numero P ; cioè alla risoluzione in numeri interi della equazione indeterminata di 
secondo' ^rado : 

aac* + 26 asy + cy* = P. 

Data la forma (a,b ,c) se poniamo (*) 

ìb = otx' + Py' 

y=-{X' + Sy- 

si giunge ad una nuova forma quadratica (a', b', e') contenuta nella 1* e da essa 
ottenuta mediante la sostituzione 

[; lì- 

Fra i coefflcienti delle due forme hanno luogo le relazioni 

a' = aa* + 26 af + c^' 

6' = aap + 6(aS +^'{) + cy8 

e' = op* +26^5 +c3». 

Se diciamo con D il determinante della prima forma e con D' quello della 
secoDda sarà: 

D = (aS-gT)'D'. 



(*) Dirichlet 1. e. Quadratische Formea § 56 e seguenti. 
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Ogni numero rappresentabile dalla seconda forma, lo sari anche dalla prima. 
Se dalla prima forma (a,b,o) si può passare alla seconda (a',b',c') non ò vera 
la reciproca ; occorre però che 

«s-h = ±'- 

Dal prendere il segno superiore o l'inferiore si distingue la sostituzione in 
propria o in impropria. 

Nel primo caso la sostituEÌone inversa mercè la quale 'dalla {a',b',c') si passa 
alla (a,6,c) è la : 



l: -lì- 



Due forme sìlTatte sono dette cquivuienlt. 
ì\. Dovendo risolvere la equazione; 



oa* + 26 asy + cy* = P 



potremo limitarci a trovare le soluzioni intere in cui ì numeri x e>à y sono prtmi 
tra loro. 

Trasformando la (a,6,c) mercè la sostituzione propria 






giungeremo ad una forma equWalentc (P , n , 1) e per aiere lo stesso determinante 
n della prima dovrà essere Teriflcata la condìsione 

n'-Pl = D 
la quale ci dice che la congruenza di Legendre 

z'EsB modP 
è possibile ed ammette la radice n. Sarà intanto 



i^h 



onde: 

La condizione necessaria perchè st possa rtsolt;ere in numeri ìnferi l'equa- 
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zi'one iniicterminala 

ax* + ?biy + cy* = P 

ft e/te il <Utermiiumte D detta forma sia resto qaadralico nel numero P (*). 
^soluta coi metodi già esposti ta equazione 

z» - Py = D 

cioè trovate le due radici incoagruenti rispetto a] modulo P, de iodichiaino eoa n 
un rappresentante della 2 e con 1 uno della y le due forme 

(«,6,0 , (P , .1 , 

avranno lo stesso determinante D. H» non potremo perciò inferirne che a sono 
equivalenti ; doTrcmo dunque anzitutto ricercare se lo sono, e quindi trovare tutte 
le sostituzioni mercè le quali dalla prima si passa alla seconda. II primo ed il 
terzo coeQlciente di queste sostituzioni sono i numeri interi che ci risolvono l'equa- 
zione indeterminata proposta. Vediamo con ciò che il nostro problema sari riso- 
luto se sapremo risolvere i due a cui abbiamo accennato ; cioè : 

iifconoscere se due forme dello stesso determinanie sono no equiV(Uenii; e 
date due forme equivalenti trovare tulle le Bostiluzioni mercè le quali dati' una 
si passa aU' utìru. Questi due problemi si risolvono completamente. Il primo ri- 
chiede metodi del tutto diversi a seconda che 11 determinante è positivo nega- 
tivo In ogni caso per altro il metodo è tuie che nello stesso tempo che fa rico- 
noscere che due date forme dello stesso determinante sono equivalenti dà anche 
la sostituzione per poter passare dall'una all'altra forma. 

Ammesso adunque che si sia riconosciuto che le due forme (a,6,c) , (a',6',c') 
di stesso determinante siano eguali , abbiamo una trasformazione S mediante la 
quale dalla prima passiamo alla seconda ; si tratterà di trovare tutte le altre ; ora 
è notissimo che se indichiamo con L una trasformazione mercè la quale la prima 
si trasforma in sé stessa, colla sostituzione composta L.S passiamo da (a,ò,n) ad 
(o'.b'.c*) ; e reciprocamente tutte le sostituzioni che trasformano (a,6,c) in (o'.ft'.c'j 
sono ottenute con tal metodo. 

22. Ora una forma (<t,b,c) di determinante D e di divisore o (a essendo il 
m. e. d. dei coelBcienti a, 26, e) si trasforma In sé stessa mediante tutte le tra- 
sformazioni : 



c y 



(•> Dirichlet. $ 60. 
aaasB 1. 0. § 164. 
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dove ot. y ^ , 7 , S danno i valori seguenti : 

. cu au 

? = -- . I* = — 

o ' "^ 

«sseodo u e l soluiiooi intere della equazione pdlisna (*) 

I» - Du« = fl» 

della quale più oltre avremo diffiisamente ad occuparci. 
%3. Nel caso in cui D sia negrativo e = — D, l'equazione 

I* + D, u» = 0» 

pod «sere agevolmente risoluta : 



l =-0 I I =0 J ( =0 1 
u = 0) u= O) u=l) « = -1.) 

In tal caso riflettendo ai valori particolari che assumono a , p , -f , 8 potremo 
enunciare il teorema seguente : 

ViM forma (a,b,c) di divisore e e di delerminanle D = — o* si ircuforma in 
Bè stessa mediante le sole quattro sostituzioni : 

b r. b e 

ri OT r-i 01 r~ó "ól \ a Ò] 

lo li ' U _lJ ' [ a 5j ' [., ? _5j* 



avremo semplicemente che : 

24. I/ho /orma <a,b,c) di divisore o e di determinante D=-me* si trasforma 



C) DivichUt. 9 62. 

Oaaas. Die. Anal. $ 162 e seguenti. 
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in sé slessa medianle le due sole sostituzioni : 



i:;] : [-jj- 



25. Potrà ancora essere : 

4D = 0* mod io* 



4D, s Za* mod io*, 
primieramente sia : 

4D, = 3o». 
L'equazione pelliana: 

i> + y e» ti' = o' 

ci darà 6 diverse soluzioni ; potremif quindi enunciare il teorema : 

Una forma (a,b,c) di dmisore o e ili delerminonle tì loie c/w 4D = - 3o* si 
trasforma in sé slessa medianle le sei uniche trasformazioni : 

g-2b -e 

ri 01 r- 1 01 I -j, al. 

U iJ ' l - iJ ' I o^ q + 2fi j • 

V 2a 

0-26 e + 26 e _?i:l^ _£ 

[•io al [ 2o '1 ( ^^ ^1 

_ft c + aft j ' [n q-26 ] ' [ n _0j2l^| 

O ' io 2; 20 

"6. Negli altri casi 4D, avrà la forma 

3o* + 4n(j* 
allora l'equazione pelliana corrispondente 

ammetterà due sole soluzioni (=:±o,u = 0; in tal caso potremo enunciiire il 
teorema : 
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Dna formo (a,b,c) di divisore a e di dctarminanle D, late che 4D=-(4(t+3)a' 
sì trasforma in sé elessa mediante le due sole tTosformazioni : 



Vo 1] ■■ [o* -?]■ 



11 secondo problema è adunque completamente risoluto nel caso del determi- 
nante negativo. 

27. Si traila ora di dover risolvere l'altro problema. Riconoscere se due forme 
dello stesso determinante siano o no equivalenti Cominciamo dal considerare forme 
con determinante negativo 

Siano (a,b,c){a ,b' ,v') due forme dello stesso determinante nejiativo il cui va- 
lore assoluto diciamo D,. 

Supponiamole equivalenti e sìa j > I 1^ sostituzione che ci fa passare dalla 
prima alla seconda. 

Potremo cviilentcmente supporre, sema ledere la generalità, che a'<a. Intanto 
le equazioni esprìmenti il fililo che ('),&,'') si . trasforma in (<t',ò',c') mediante 



■n, 



«8 - p-j = 1 
oa* + 26af + CY' = ft' 
o af + 26 (aS + f-^) + e pS = b'. 
Dalla seconda abbiamo facilmente : 

Su questa possiamo fare una osservazione interessante. 

Se avesse luogo la diseguaglianza a < V^ÌT, e quindi anche : 

a' < ^/ SD; 

avremmo (io'< 2D, e quindi y non potrebbe assumere altro che il valor zero o i 
valori ± 1 . 

Sopponiamo che ciò possa farsi ; cioè o che la condizione imposta sia veri- 
ficata che sia possibile mcdìiinte una trasformai,ione dedurre dalla forma (<i,b,f) 
un'altra di stesso determinante e nella quale sia verificata tale condizione. Né si 
manchi dt osservare che tal condizione lascia ancora una grande arbitrarietà nei 
VCL. zxn. 10 



d=y Google 



)( H K 
coefflcienti Jella forma. Ciò posto sia •(={}: dovnì allora essere ; 

a=±ì , 8=±1 

a = a' 

b' ~b = ±a^. 

Quest'ultima equazione ci suf^gerisce un'altra condizione dn porre tra i coeflicicnti 
della forma, condizione che ci porterà a determinare semplicemente^. Supponiamo 
infatti clie 

&^§« 

e lo stesso avvenga per la 2' forma ; cioè : 



allora 6' -6 dovrà essere m valor assoluto minore dì o e dovendo essere divisi- 
bile per a dovrà essere 6' - b = e quindi e = e' e le due forme sarebbero iden- 
tiche ; oppure potrà essere : 



allora p = - 1. Onde: 

Date due forme (a, b, e) , (a', 6', e') nelle quali 

a < 'JìD, a' < VÌDÌ 



b<la 



esse saranno equivalenti quando hanno (a fonna 

(a,ia,o) (a,-i.,o) 
e si passerà daìia prima all'altra mediante la sosiUuzione : 
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Data Ih rorma (u , f>, e) si riconosce subito se in essa 



m» non è cosi per riscontrare so ha luogo l'altra a < ^/2D, che è opportuno 
trasformare ; ciò che ha luogo in modo semplicissimo. 
Infatti : 

(1* < 2D, 
cioè: 

ib- + 2(1* < iac 

e poiclij i&'<a*, se ha luogo la discguaglianzn 

2a* f a < 4 ac 

a più forte ragione sarà, soddisfatta la precedente, ora questa è certamente veri- 
ficata se poniamo 



Onde ora possiamo invertire la cosa e supporre di aver fatto il ragionamento di 
prima sulla torma (a, b, e) in cui 

26 < a o < e. 

Udì tal forma come ù noto dicesi ridotta {*). 

29. Nell'ipotesi di f = + 1 seguendo dei ragionamenti analoghi a quelli già 
faiti si Tiene a provare che le due formi: (n, 6, e) (u', b', e') entrambe ridotte, per 
essere equivalenti debbono presentarsi sotto la forma : 

{a ,b , a) {a , —b , a) 
e la sostituzione che ci fa passare dalla prima alla seconda è: 



c -;]■ 



(*) Un tal metodo pei- giungere a stabilire il concetto di forma rìdotta nel caso 
del Determinante negatÌTO oltre a sembrarci nnovo , è a parer nostro preferibile 
molto a quello adottato dallo stesso Ganes § 17l 1. e, dal Diricblet 1, e. ^ €4, 
Wertheim. Elemento der Zahlentheorie. Leipzig 1887, Eapitel IX, § 107. 
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30. Resta ora a moslrare come elTeUivnaiente, data, una forma (a, b, e) possa 
trovarsene una ridotta equivalente. 

Si trasformi (a,6,c) con 1 ^j; otterremo una nuo»a forma (a'.fc'.c') equi- 

valente sarà : 

o' = c 

b' = -b-cd 
cioè: 

b'E=-b mode = a' 

ed evidc!itein(tnte potremo determinure '*' in modo che risulti in valore assoluto 

W<<i'. 

Determinato b' in tal guisa, resterà detcruiinato ò, e quindi la sostituzione mercè 
la quale da (rt, 6, e) si passa alla equivalente (e, 6', e') nella quale è soddisfatta 
la condizione : 

26' < e 

se inoltre fosse c<c' allora tal forma sarebbe ridotta, iìe invece fosse oc' al- 
lora ad essa bisognerà di nuovo apiilicare la trasformazione e giungeremo ad una 
nuo\a forma (c',li",u") in cui 2t" < e'. Se c'<c" la forma è ridotta, ecc. E natnral- 
mcutc il processo <lovrà Dnire poicliè la serie c> e' > e" di numeri interi e posi- 
tivi non può certamente essere illimitata. 
Evidentemente nel passaggio da 

(a, 6, e) a (e, 6', e') 



e' = (6 - 6') 8 + a. 
Se I I e I ^ l3 trasformazione propria con la quale da (e, b', e') passiamo a 

(c'.6",c") componendola con la I I otterremo direttamente la trasformazione 

con la quale da (a, 6, e) passiamo a (e', b'. e") e così di seguito. 

31. Indicando con 6, , 5, , e, ... il quarto coefficiente di silTatte sostituzioni, sa- 
rebbe comodo possedere una formula la qu'ile ci dia semplicemente la trasfornKi- 
zione prodotto senza aver bisogno di passare per i prodotti delle successive tras- 
formazioni. É assai facile determinare tal formula. 
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Infatti il prodotto delle due sostituzioni 



r n r 11 r-i s. ^ 

l-l 6, J 1-1 S,J L-B, -1 + S,5,J 
può scriversi cosi : 

r-tn -1-8,1 1 

L-ai -I8,,-8,lJ 

Taicndoci dello note t'<ircnlosi dì Gauss io quali si cnlcolano rssM agevolmente 
colla stessa regola colla qiiale si calcolano i numeratori delle ridotte delle fra- 
zioni continue. Il prodotto di questa soslitueione per la sostituzione I < > I ^' 
potrà rappresentare con : 

Mò, , - S,I - [5, , - 5, , - «,] J 

e cosi di seguito sarà facile ricavare elio il prodotto di quattro sostitusioni della 
lorina suesposta verrà rappresentato dalla sostituzione 

r[-S,,8»] 1-5,, 5,, -6J 1 

L [8, , - 5. , Sjl [6, , - 8, , Sj , - 5^1 J 



Ed ò facile poter concludere che i segni da porsi innanzi allo parentesi . si ri- 
produrranno di quiittro in quattro. Onde tencnlo presenti quei dei primi quattro 
potremo concludere che per un numero in di S i segni sono : 



per tn + 3 






[: :] 
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L' espres^^ione generale (astrazion fatta <tai segai) del prodotto di u sustilu- 
Etoni è : 

(-S,.8i,-.(-1)"5,-,l [-8,, 8 (-!)•*• 5,1 1 

[«, , - «t . "■ (- 1)"«-,! l«. . - S. , ... (- !)"+• SJ J 

in cui j segni innanzi alle parentesi sono determinati nel inoJo suesposto. 

33. L'algoritmo medlaiito il quale una data Torma quadratica pud ridursi in 
una equivalente ridotta, è olire ogni dire semplice- 

Tralascio di darne un esempio avendo in animo di tornare espressamente sulla 
riBOluzione numerica delle equazioni indeterminate di 2° grado. 

Coloro ì quali si interessano a questi studi, oltre allo opere classiche citate 
nella mia 1' Nota, potranno assai vantaggiosamente approllttare dell'opera recente 
del Wertheim (gifi citata) oblia quale trovansi non poche applicasioni numeriche. 
33- Resta con ciò risoluto il secondo problema , di riconoscere cioè se due 
forme di stesso determinante sono o no equivalenti. Infatti se le due forme sono ri- 
dotte, si riconoscerà ciò immediatamente ricordando che due formo ridotte di stesso 
determinante negativo non possono essere equivalenti che in due casi già accennati- 
Se le due forme non fossero ridotte vj si ridurranno. 

34. Tornando alla risoluzione della 

aafl + 'ìbxy f cj/* = P 

costruiamoci la forma (P , ?> , 1) ; saranno (a , 6 , e) e (P , n , t) le forme delle quali 
bisogna riconoscere l'equivalenza. 

Da (a , b , e) si sia passati alla forma ridotta (A , B , C) e la sostituzione me- 
diante la quale dalla prima si ottiene la seconda indichiamola con 1 .le ab- 
biamo date le formulo generali per cui i coefDcienti a,^,f,$, dipendono d»lle 
S in valore ed in segno. Analogamente diciamo 1 ^,1 la aostituiione mercè la 

quale (P»n,0 si trasforma nella forma ridotta (A',B',G'). Confronteremo (A,B,C) 
con (A'.B'.C). Potranno avvenire tre casi: 

I." La forma (A.B, C) eia identica colla forma (A'B'C). In tal caso passe- 
remo dalla (a , E) , e) alla (P , n , I) colla sostituzione composta : 

("a pi rS' -n_ra5'-pr a'g-ap'l 

Ma bisogna ancora tenere presenti lo sostituzioni per le quali (a,tp,c) si trasforma 
in so stessa. Nel caso i[i cui 

D = - me* ; 4 D = - (in + 3) e» 
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quelle trnsrormnEiDni si riducono solamente alle : 

Il ?] ' [-; -?i 

allora abbiamo eTÌdeoteniente : 

a; = ±(«S'-pY) 

y=± (yS' - t'S) 

Se D = — e* le sostituzioni che trasformano in s6 stessa la forma (a , b , e) 
sono qualtro ; onde le sostituzioni che ci Tanno passare da (a, b, e) a (P, n, l) sono 
oltre le doe precedenti queste altre due ; 

I ? ti [ y5' - -f'5 «'S - TP' J 

_ 6 («6' - Pf ') + e (TfS' - f 5) _ 6(o['g --ap') + c(«'a-Trg') 

[0 o 

a(a5'-p-r')+ft(-r5'--r'^) o (a'p-ap') f 6(a'5- 73') 

a e 

I l'altra che si ottiene dal prodotto delle due seguenti 

onde la nostra equazione 

ox*+ 26xt/ + cy* = P 
aOinieUerà queste altro coppie di valori : cioè : 

a. = + (°'S'-PV)'' + (TfS'-Tr' 8)c 



]e qunli, come è focile vedere stanno in un notevole rapporto colle prime ; deno* 
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minando con x^ e i/« le due prime; cioè: 

ajo = (aB' - Pt') 

I/o = (tS' - T'«) 
avremo cbe le formule 



ci rappresentano due nuove radici della equazione come sarebbe assai facile vcri- 
fìcare a priori. 

Qui sorge spontanea l'idea di operare sulle due nuove mdici, che chiameremo 
Xt e y,, come si è operato con x,, , j/^ ; ma calcolando le espressioni 

bx, + cj/, Qj?) + fty. 



riotteniamo le radici a^q ed y^ ; potremo brevemente accennare tal fatto dicendo 
che le radici Xg y^ , x, y, formano un ciclo. 

Deduciamo adunque il seguente notevole 

Teorema. -Se x^.y^ è una soluzione della equazione indelerminala 

a.t* + 2bxy + cy* = P 

nella ipotesi che la quanlità b*~ac = -o*, otterremo uno nuova soliuionc Xi.y, 
mediarne le formule : 



essendo o il m. e. d. dei coef^cicnli (a , b , e). Le due co;ipie (Xg , y^) ; (x, , y,) 
/"ormano un ciclo. 

Supponiamo da ultimo, che 4D = - 3o' ; allora la forma (a ,b ,c) si trasforma 
in sé stossa mediante sei sostituzioni di cui gijL abbiamo date le espressioni gene- 
rali, rrescindiamo dalle prime due ; prendendo a considerare ia terza troviamo che 
la forma (a , b , e) si trasforma nella (P , n , I) mediante la sostituzione composta : 

r aS' - Pf ' 






i fò' ~l'S a'3 - 1^' .1 



U (»S' - Py') + (t8' - f S) (» -I- 8i>) 
l 31 
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Operando invece con la quarta sostituzione otterremo che la sostitUEÌone com- 
posta non differisce dalla precedente che pel segno del 1° e 3* coeflìciente ; sicché 
posto come precedentemente : 

otterremo una nuova coppia di soluzioni merco le formule: 



'25 ' "' -^ 2o 



Analogamente operando sulla quinta e sesta trasformazione sarà facile dedurre 
una nuova coppia di soluzioni mercè le formule : 

_ (ii + 2S)<ro + gcy(i 



2« . «-^ 2, 

Onde in tal caso abbiamo cbe: cognita una soluzione (x^ , y^) potremo dedurne 
cifre due (s, , y,) , (x, , y,ì. Sarà facile ancor qui riaconlrare questo altro note- 
vole fallo. 

Le soluzioni che si oUerrebbero d<Uta coppia (x, , y,) alio stesso modo che 
queste furono decloUc da (Xo , y^), comctitono con (« coppia (x» , yt). 

Le soluzioni che si otterrebbero dalla coppia (x» , y,) alio stesso modo che 
tu eoppia {Xt :Y,) fu dedotta ilalla (Xo » yo*> coiitcìdono con (o (x^ , yg) ecc. 

Si puà ben dire adunque che le tre coppie (x^ , yj ; (xi i yj ; (xt.yi) to- 
slituiseono un ciclo. 

II. Supponiamo che la forma (A , B , C) non sia identica con la (A' , B , C) 
m.i che tuttavìa sieno equivalenti ; essendo le due forme ridotte non potranno av- 
venire che duo casi ; cioè che abbiano la forma (A , B , A) e (A , - B , A) ; oppure 



(a, '-A, e) ; (a,-1a,c). 



Cominciamo dal primo. Da {a ,b ,c) si passa ad (A , B , A) colla sostituzione 
H; da questa alla (A , — B , A) colla sostituzione 1 j; eda questa in- 

fine alla (P , tt , I) colla sostituzione 1 , ,1 ; onde passeremo da {a , b , e) 



Blu (P , n , 1) colla sostituzione composta 



f H [° "'IP' -f'1..fp8' + <lf -pp'-«a'l 

Lr sJ ■ Li oJL-f a'J"'t58'+it' -e^'-t<t'' 
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quindi in tal caso si lia : 

Xa = ± {^8' + ar(-) ; v, = ± (n' -H 8S') 

nel resto si continua come nel caso precedente. 

Nell'altra ipotesi, facendo ragionamenti del tutto simili si troverà : 

cc„ = ± (a5' + di' - gf) ; y^=± (-[S' - 1:1;' - ^S). 

35. Per ciò che riguarda il numero delle soluzioni della equazione indeter- 
minata di cui ci occupiamo, osserveremo clie dovendo anzitutto risolvere la 

a;* = D mod P 

dovremo determinare il numero delle sue radici incongruenti, e sappiamo che se 
indichiamo con b il numero dei Tattori primi dispari contenuti in P quell' equa- 
zione Ila t'^ radici incongruenti se P è di3pa,i contiene il 2 elevato alla prima 
potenza ; no avrà invece 2*"^' se contiene il 2 elevato alla 2* ; ne avrà 2*'* se 
contiene il '2 elevato alla 3* ad una potenza superiore. 

Se adunque indicbiaDio con N il numero delle soluzioni della equazione di 
Lcgcndre, N potrà avere uno ilei tre valori 2* , S*"""' , 2*+*; potremo adunr|uc 
Tonnare N forme dello stesso determinante D della (a,b,c); fra queste occorre 
ricercare quali sono equivalenti alla primitiva. Supposto che ve ne siano v < N , 
bisogna ricercare le trasrormazioni che ci fanno passare dalla prima allo altre e 
il numero di queste siamo pure in grado di poter determinare in ogni singolo 
caso sappiamo che tal numero può essere 3 , 4, 6. Indichiamo con ^ uno 
di questi numeri ; ogni trasformazione ci dà una soluzione, onde in tutto avremo 
|xv soluzioni. 

36. Nella classe delle equazioni considerate rientra pure la 

ax* -h Inf = P 

essendo a ù b dello stesso segno ; in particolare si può risolvere l'equazione 

ai* -t- y* = p 

cioè trattare il problema dello spezzamento di un numera in due quadrati. Ed è 
notissimo come la esposta teoria ci (conduca ai seguenti teoremi : 

Un numero dispari t cui h pallori primi sono lutti della fovna 4n 4- I è 
decomponibi/e nella sommo di due qwxdraU in 2*"' monicre differenti (•). 



(•) Cfr. Dirichlet 1. o. J ( 
OaoBi 1. 0. § 182. 
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La jutlenza h"" di un numero primo delta formo in + l è decomponi^*'® 
sempre nella somma di due giiadralt in S^~< maniere diverse (*). 
Ed infine al teorema celebre dì Fermat {••). 

Vn numero primo dispari della forma 4n + 1 è dccomportiftiie sempre ed in 
m modo unico nella somma di due giiadrafi. 

31. Su questo iinportaute argomento Io studioso tenga presente il teorema 
generalissimo cti Jacobi riflettente la decomposizione in numero primo p nel prò- 
dotto di dae fattori complessi coniugati. Indicando con e un fattore di p - 1 o 
con a una radice primitifa dell'unità del grado e abbiamo che : 



pj'J^nd(:'+('*)^^*^-indO.+,.»)_ 



("•) 



Né si manchino di ricordare le formule, per lacrima volta date da Gauss (****) 
circa lo spezzamento di un numero primo p della forma In + i nella somma di 
dje quadrati. Queste formule, sotto forma un poco diversa sono le seguenti. 

Se 

p = a* + 6* 

i numeri a e b si determiue ranno come ì minimi resti che Terilloano le congruenze 
± 26 (il 5^)* s (- 1) V (mod p) ( ) 



(*) Cfr. Arndt. Bemerkungen ùber die Verwaudlnng der ircationaleti Qnadrat- 
wurzel in eìnen Keitenbrach (Jonr. Creile 31). 

(**J È notissimo che Fermat soleva scrivere i suoi teoremi in margine ad una 
edizione dì Diofanto. Qaesta edizione Fn ristampata in Tolosa nel 1670 per cura 
del figlio. DiophaatuB Alexandrinus. Arithmeticoram libri sex etc. Cnm oommenta- 
tiia C. 6. Bacheti et observationibus D. P. de Fermat. Tolosae 1670. Alla pagi* 
na 127 : (Arith. liber III). 

I Nomenta primos qni soperat unitate quatemarii multiplicem etc. Idem Homerus 
g primuB et ipgins quadratns componanlnr semel ex duobos qnadratia etc. i. 

Qaesto teorema fa per la prima volta dimostrato da Eulero Comm. Novi Petr. 
Tomo IV an. 1752 e 1753 p. 3. oppnre Commenlattones arilhmeticae cùUectae p. 155, 
De nameris, qui sunt aggregata duotnm quadratomm. 

(***) Qnasto teorema trovasi in sostansa nella celebre memoria di Jacobi (TJcber 
die Kreistb, n. ihre Anw. Creile 80. 

(****) Gauss. Tbeoria reBidnoram biqnad. commeotatio I* Voi. II opere p. 86-87. 

(**"**> G&. Bachmann. Die Lehre der Kreistb X. Abschnitt. 
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38. L'equaiionc CD* + y* = P 6 storicamente celebre. Primo forse fra tutti se 
ne occupa Leonardo Pisano, il quale giunge ad un teorema note»olissimo. Se 
se' y' b una soluzione delta propostn tà a^f tre numeri legati dalla relaiione 

a' + p' = Tf' 

si otterranno due nuovo soluzioni razionali della proposta mediante le formule 

-( -r ^ 

Ben più tardi Eulero si occupa della equazione più generale 

Gas* + y' = A 
e dell'altra analoga 

dx' + 6 = y* ("> 

e mostra che se ce' n y è una coppia di valori di a; ed y ed a e p una coppia 
di valori che soddisfa la 

Cac' + y' = ! 

due nuove soluzioni della proposta verranno espresse per mezzo delle formulo: 

x = ay' + ^a/ ; y = Caa3' + Py'. 

Ma dopoché 11 Colebrooke, il Taylor, e lo Stracliey (***) ebbero al prin- 
cipio di questo secolo tradotte dal sanscrito le opnre di Brahma-Gupta e di 



(*) Scritti di Leonardo Pisano matematico dal secolo XIII , pubblicati da 
B. Boncomp&gni 1862, Voi. 2°. Opuscoli, secondo la lezione di na codice della 
Biblioteca Ambrosiana di Milano, pag, 256-257. Questo libro di Leonardo andò 
perduto verso la fine del secolo acorso (Libri. Hi3. des se. matfa. tomo 2° pag. 40). 
Per altro si sapeva già per testimonianza di Luca Faoioti e di Gardauo di que- 
sto teorema di Leonardo e come egli lo dimostrasse geometricamente, il che é vero. 
Le formule in quistione furono dimostrate per la prima volta da Vieta (Opere 1616, 
Feteticorum liber IV, pag. 62). 

(••) Euler. Algebre. Paria 1807 2"" Partìe, Chap. VI e VII. 

(***) Algebra loith arìlkinetic and mensnratìon , from the sanscrit of Bralima 
Gupta and Bhaskara transl&ted by Colebrooke 1817. 

Bhascara Acharpa, Lilawati, tranalated by Taylor 1816. 
BiJB. Oaricta tranalated by Strachey. 1813. 
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Bhnscara Acliarya appArve come queste regole circa quattro secoli avanti Leo- 
nardo Tossero già note a^li Indiani ('). 

Un tal fatto era talmente inesperato che il Libri scrìveva: « l'on doit avoucr 
9 tnalgré tout notre or^ueil occidcntnl, que ci cos ouvrages eussent été apportés 
« en Europe soisante ou quatro-vìngt ans plus tòt , leur apparìtion minine après 
•I In mort de Newton et da vivant d'Eutcr, aurait pu bitter parmi nous Ics 
■ pogrès de l'analyse algébrìque (") ». 

Su tal argomento lo studioso potrà assai utilmente consultare la dotta me- 
moria dell'illustre Cliasles (ancora non era stato rinvenuto il libro di Leonardo) 
ove le formole di Leonardo e di Eulero sono dimostrate geometricamente (*'*). 

39. Nel caso dell'equazione 

ac* + y' = P 

dove P = a*fc^c''... essendo n,b,c... fattori prìmi della Torma 4ft + !. si può ri- 
chiedere in quanti modi diversi possa il numero P speziarsi nella somma di due 
quadrati. ]| numero di tali decomposizioni viene espresso da : 

(a+J){p-H) . . . 



la quale formula venne data da Gauss senza dimostrazione (****). Si può con<ìuItare 
la {limostrazione di Legendre (••'") alcune note del Prof. Volpicelli, di Giusto 
Bellavìtìs ed infine la elegantissima dimostrazione del Prof. Cbelìni (******). 



(*} Brabma-Gupta and Bhasoara. Àlgebra p. XVIII, 172, 245, 265 ecc. 
Queste regole bodo assai oscnrameota espresse in versi. Brahmo— Gnpta viveva 
verso la fine del 500. Bhasoara verso il UOO (Libri 1. e. Tol. 1" p, 125. Uarie 
Uìst. des Sciences math. Voi. 1° p, 86 e 130). 

(••) Libri 1. e. Voi. r p. 126. 

(***) Formules d'Euler ponr la Tésolotion de l'éqaation Cx*-\-A = y*. Lenr 
idenlité avec celles des algébrìstes indieas et arabes etc. (Lioav. Joar. tomo II" 1837). 
Ivi sono riportate le regole di Bcahma-Gupta e Bbascara secondo la versione 
di Colebrooke 

{"") Gauss Dis. Arith. pag. 219 (in una nota). 

(•••••) Tbéorie des Nombres Voi. l" pag. 8H. 

(******) Volpicelli. Annali di Scienze Fis. Mat. 1854. Annali di Tortolini 
ISSO. Atti accad. Nuovi Lincei 1850. Bellavitis. Ans. Tortolini Voi. I' pa 
gin» 422, Chelini. Ann. Tortolini Voi. 3» pag. 126. 
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SUL NUMHRO DEI NUMERI PRIMI DA i AD n 



Dottor AURELIO LUGLI 



1. Legemire nella sua Théorie des nombres (Gap. IV, 5 11), quindi Meis- 
sel nei jHol/iemaltec/te Annalen (Voi. II e III), hanno trattato il problema di de- 
torminare quanti siano i numeri primi in un intervallo arbitrariamente dato, della 
serie naturale dei numeri, riconducendolo a quello della determinazione dei numeri 
primi in un intervallo più ristretto. Con intento uguale ma con un metodo cbe 
reputo molto più semplice dì quello seguito dai matematici menzionati, fondandomi 
sopra due proprietà elementari dei numeri {•), deduco qui una formula (quella HI 
del n" 5} mediante la quale riesce relativamente agevole determinare il numero 
dei numeri primi lino ad un limite qualsiasi. 

2. Tboiibii.4. /( numero dei numeri primi della serie 1 , S, 3 ... n no» divisi- 
bili per alcuno dei numeri primi a, b, e, . . . si ottiene soiluppando il prodo((o 

"('-D('-D('-D-- 

e sosliiuendo ad ogni termine il maggior intero con(';nu(o in esso, senza alte- 
razione del segno. 

Infatti, seguendo Lcgendre, indicando con ^{-) il ma^/gior intero conte- 
nuto nella frasione - , nella data serie, vi sono I^(~) numeri divisibili per a. 



.©{.., 



dalle formolo [8] e [4]. 
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onde rimangono 

numeri non divisibili per a, dove il secoodo membro va inteso nel senso espresso 
dall'enunciato del teorema. 

Fra 1 numeri della data serie divisibili per b, conviene sceverare quelli che 
non sono divisibili per a. Ha nella serie 



Kb)I" 



(i sono evidentemente tanti numeri non divisibili per a quanti ve ne sono nella 
serie 

'.^ >=©. 

onde, per quanto si è detto innanzi, saranno 

KM-Ì) 

i numeri delle due ultime serie Don divisibili per a ed 

•■(■-D-iK?)K'-i)=»('-D('-D 

i numeri delta serie data non divisibìli per a e per b, calcolando sempre i pro- 
dotti e<l i loro termini nel modo voluto dall'enunciato del teorema. 

Proseguendo analogamente si giungo a concludere che i numeri da 1 ad n 
Don divisibili per alcuno dei numeri primi a .,b ,c , ... sono precisamente quelli 
dati dalla [Il sviluppata nel modo stabilito. 

3. Indicando ora con (p{n , i) numero dei numeri dell'intervallo da 1 ad n, 
Dwi divisibili per alcuno dei primi i numeri primi Pi=li , Vt = ì , Ps = S, . . . 
della serie naturale dei numeri, sarà analogamente : 

''".<)=»0-|;)('-^)---0-^;)('-i). 

doto il segno d'eguagliania va iatoso nel modo imposto dall'enunciato del teorema 
precedente, quindi : 

1 1 



,(n,i) = »(n,i-l)jl-^ 
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od anche, con le stesse convenzioni, 

[2J »(n,f) = ,(n,i-l)-?[E(^) .i-l]. 

Facendo variare, in questa forinola, i da 3 ad i - 1 ai hanno le eguaglianze 
<,(»,2) = ?(n,1)-?[E(^), l] 

?(n,3) = »(n,2)-?[E(^),2] 



9 (n , f - I ) = » (n , i - 2) - j [ E (^) .i-i], 
che sommate membro a membro con la [2], danno 



[31 »(»,i)=5(n, I) 



■1(4-^ (^). *-'])• 



Per (l!ire un esempio dell'uso di questa Tormola vogliasi determinare quanti 
siano i numeri deila serie da I a 1000 non divisibili per !>, ■ 2.i),=3,Pi-5,p,=1. 
Si osservi die in questo caso è da porsi n=:iOOO , t=i e che si ha it(h,1)=500 , 
csseniJo 500 i* numeri dispari da i a 1000, ossia i numeri di questo intervallo 
primi con p^- Il termine sommatorio sarà formato da tre parti cioè, 

333-E(?|?).2.0-Ee-2»)-E(f).ECf).U,- 

= 161 + 61 + 38 = 212, 
quindi : 

9(1000, 4) = 500-212 = 228, 

perciò da t a 1000 vi sono 228 numeri non divisibili per 3, 3, 5, 1. 
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i. S'indichi con ^(n) il numero dei numeri primi da I ad n, esclusa t'unita. 
Ossenrando che ?(?i,i) esprime quanti siano i numeri dello stesso intervallo non 
iliiisibili per i primi i numeri primi p, , Pi , ... Pi , si dedurrà facilmente che , 
essendo »<<}'(") i numeri medesimi non divisibili per p, , p, , . . . Pj , oltre al- 
l'unità, saranno ì numeri primi p,4., , p,+j , . . pj,[„i e i prodotti che si ottengono 
dalla combinatone di questi ultimi. Quando però si ponga i><tiE(\/nj risulta 

p,.,.) > E (Vn) , onde nell' interrano da I ad n i numeri primi con p, , p^ , . . . pj 
non saranno altro che gli ultimi <{'(n)— i numeri primi e t'unita, talché sì avrà 
l'eguagliania : 

[4] - 9(n.') = 'l'(»)-i + l. 

Da questa si deduce : 

(;t(n) = i- 1 +<pCn,i) 

e con la sostituzione ti cp(n , t) del suo valore [3] : 



[51 



fl,(n) = i-l +?(n,l)-2 v[^(^,) • *-0)' 



e<l è questa appunta la formola che si presta ul calcolo dei numeri primi da 1 
nd n quan lo sia noto il numero di tali numeri ncirintervallo più ristretto da t 
mi E(/tD e si prenda i almeno uguale a (l'Elsa). 

Come esempio si voglia determinare il numero dei numeri primi neirint«r- 
vallo da 1 a 1000. A tal uopo si osservi che E(\ffr} = 3l , t= 1! , quiuili : 

«{-(lOOO)-!!-! +- 9(1000,!)- £(9[e (-) , *- ij). 

1=8 

Ora, calcolando le sìngole parti del termine sommatorio, si ha, in seguito ni nu- 
mero precedente, per i = 2, 3, 4: 

»[b:(^) ,2] =5(200, 2) = 67, 
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per 1 = 5: 

= 90-45-30 - 18-12 + 13 + 9 + 6 + 6 + 4 + 3-3 -2-1 =21. 

Già da ora si vede che il calcolo di queste parti diverrebbe estremamcate 
complicato quando si fosse costretti a faro uso costantemente della [I]. t'ortun.i- 
tamente la [2] in generale e meglio la [4], quand'è possibile servirsene, porgono 
il mezzo di abbreviare le operazioni. Alla determinazione di quest'ultima ?, cs- 
scnilo ?t = 90 .VA'Jn) = 9 , ^|'E(^/ftì = 4 e t- 1 =4 non minoro del numero dei nu- 
meri primi da 1 ad E(Vn^) , serve immediatamente la [4} che dà : 

9(90,4) = <}.(9P)-4+ 1 =24-4+ I =21 , 

per l'uso della quale è bene notare però che necessita conoscere il numero dei 
numeri primi da 1 a 90 che supporremo noto. La stessa forinola si preslii a più 
forte ragione in seguito attesoché i cresce ed n diminuisce, onde per le ulte- 
riori f si ha : 

,[E(=-),s] = ,[E(i|f),5]=*a6)-5+,=2I-5 + ,=n 

'['=(f,)'«]=»['^(T) ■"]='"'<'"-''+ ' = '«-«+'=■" 

?[''(s)''] = '[K'-lr) •»]=+<">-» + ' = "-' + ' = ' 
»[«^(^.).«]='['5(Tr).9]=*w-9^ ' = "-» + '=' 

?[e(Ì) , "']=?[e(^), Io]=K32)-IO+1 = 11- IOtl = S! 
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per cui finalmente : 

♦(1000) = 10 + 500 ~ tl6T + 61 + 38 + 21 + ti + 1 1 + 9 + 7 + 3 + 2 1 = 168. 

Vi sono dunque 168 aumerì primi da 1 a 1000, oscluBa l'unità. 

5. Come risulta dal precedente esempio, il calcolo del termino sommatorio 
Bella [S] è grandemente semplificato quando nella determinazione dei valori delie 

espressioni f|E(— ),t-llsi faccia uso, a partire dal punto in cui ciò è pos- 
sibile, della relasione [4]. Mostreremo qui come questa semplificazione sia intro- 
diicibile nella |S], il che ci condurrà a I un;i nuova espressione della formola che 
rappresenta il numero dei numeri primi nell'intervallo da 1 ad n. 

Di tutte te espressioni E (—A sia K (— j la prima per la quale si ha: 



M^i) 



altrimenti nella serie dei numeri primi Pt . Pi, .,. p, , ■•- Pf 'sia p, il primo pel 
quale il numero dei numeri primi da I alla radice quadrata a meno d'una unità 

del maggior intere contenuto nella frazione — . uguagli s - I (*) , allora potrà 

scriversi in seguito alla [i] : 



i[^(;^).'-i]-^^{l) -'->■**> 



e is Diedesima relazione seguiterà a valere per ogni altro numero p maggiore di 
y,, fino a p, , inquaotochè per un tal numero la diseguagliansa 



8-l> 



*<V|:). 



analoga alla i > ^i E (.^IT), da cui discende la [1] , è sempre soddisfatta. Se perciò 
si separano gli arldendì del termine somraatorio in due parti, la prima compren- 
dente quelli che da i = 2 vanno fino ad i = s — I e la seconda i rimanenti, questi 



(") Un criterio per trovare il valore dì s paò aversi confrontando p,., con 
E \\/ — / t giacché per questo valore E ( */ — ) dev'essere minore di Pj. 
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ultimi, in numero di t— (a- I), saranno 

'[KÌ7)'-']=+'^(^)-' + ^ 

ed avranno iier somma : 

'Ei[^(!j)'<-^]''I.i^(^jr)-'.>-^)<.'-^+»-—r^i-'-^) 

onde la Tormola [5] facendo la separatione di questi termini diviene: 

♦(»)=(- i+,(»,i)-2;?[e(=;).ì-i]-I»['=(^)''-0 



n\ i> - 8' - 3i + Ss - 4 






elio è la formola generate elio dà il numero dei numeri primi da I nd n , rap- 
presentando i il numero (tei numeri primi da I a V «v ed s il più picculo numero 

pel quale ai ha la relazione s - 1 = «Ji e( \ — ) che è una conseguenza dell' altra 

p.>e(v/^). 
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6. Crediamo utile appliciire anche questa forinola più completa ad un esem- 
pio. Ci proponiamo cioè di determiiiLire quanti siano i numeri primi da 1 a muOO 
e lo sviluppo del calcolo mostrerà come ciò possa coni^eguirsi facendo uso di una 
piccola tavola di numeri primi clie può facilmente costruirsi secamlo il vaiilio di 
Eraloslene. 

In questo caso abbiamo fi= 10000 , \fn = 100, ^^(•/n') = i= 95 , 

/'»=3 ,P»-3 ,P*=1 , P,-ll , p,= l3 , j.,= n , pg-19 , pt-=n , ])„=20 , 
p„=31 , p,t=37 , p„=4l , p„=43 , p,s-47 , jj„-53 , ji„-S9 , ii,g=6! , 
P«=6T . Pm=T 1 . Vu=^^ ' P«=19 . Pw=83 - Ptt=89 , P„=91. 

Calcolando poi le frazioni E (~j per i valori di i fra 3 e 25 si trova 
E ('i£2£) , 3333 , E (!»5£») = 2000 , E^^^) = U28 , E (11^») = 909 , 
E(l^«)-_,e9,E(!^^) = =88,E(l^)=«e,E(l^») = ™, 
,(1^) = 3U,e(12^»)=3.«,e(Ì^)=.,0,e('^) = .H3. 
4^")-3.,E(l^) = ,..E0^) = ,88,E(=) = ,e9, 
.(i^) = .03,E(-«») = H9,E(-»«) = U.,E(lVr) = "e, 

.(1^) = ,.8,e(1^) = ,.0,eC-^) = ,„,e(1^) = ,03. 

e per le radici quadrate di questi numeri a meno d'una unità : 

V3333 = Sì , \/20ÒÒ= 44 , \/l4?8 = 31 , V9Ó9 = 30 , 

VT69 = 27 , x/SSS = 24 , ^/326 - 22 , V434 = 20 , ... 

e poiché si ha precisamente : 

eW13ì; = e(« = e(« = .o, 
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talcliè ft cominciare dall'ottaTa tii queste frazioai la relazioae 



^m) 



p, > I 

è soddisfatta e con essa l'altra 

cosi sarà s- ì = i^{'ìQ), ed essendo 8 i numeri primi da l a ?0, 8 = 9. 
L' espressione da calcolare sarà in tal modo 

(=8 t=» 

|8J (,O0O0O) = S0OO-i:4E('^).i-l]-Z*E('-«?««) + m 

Per il calcolo dei primi quattro termini tp procedendo come al n" 3 , si tro- 
vano sens' altro i valori 16fi7, 661, 381, 208, per quello della successiva espressione 

,[e(1^),s]=,„69,5,, 

H scopo di brevità, si ricorra primieramente alla [2|. Questa dà 

f (769 , S) = 9 (169 , 4) - 9 [ E (— ) , i] = q>(169 , 4) ~ ? (69 , 4). 

Per valutare l'ultimo termine si Taccia uso della (4), il che ^ permesso poiché 

4 = ^E(^/69) = ^(8), 
risulta allora 

9{769,5) = ^{169,4)-4'(69) + 4- 1=9(769.4)- 16, 
e calcolando direttamente il primo : 

9 (169, 5) --^160. 

Analogamente con l'uso delle {3] e [4] si trova con sufllcienle speditezza clie 
i due termini uitinii della prima £ hanno i valori : 111 e 95. 

L'espressione [8], tenendo conto dei valori precedentemente ottenuti, diviene 



H.oooo,.,99o-2;4,e('7')-. 
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1990 - I "KlSi) + <I»(3«) + iKSSa) + 4.(270) + +(243) + 4K232)+ + (212) + 4.(188) + 

+ ^.(169) + 4.(163) t 4.(149) + 4.(140) + 4.(136) + 4>(I26) + 4.(120) + 4.(112) + 4.(103) 1- 

Ora ricorrendo ad uaa tavola di numeri primi, che basta estesa fino a 434, 
si trovano subito i singoli valori delle 4*. 'a cui somoia è 161, onde 

4. (10000) = 1990 -761 -1229, 

vi sono adunque 1229 numeri primi da 1 a 10000, esclusa l'unità. 

7. A verifioa delle applicnzioni cbe venissero fatte della formola [71> riporterò 
qui, prendendola dal Legendre (*) , una tabella in cui è dato il numero dei 
numeri primi, compreso 1, entro diversi estesi intervalli 



INTEBVALU 


Nnmero 

del 
n.' primi 


iNnERVALLI 


Nnmero 

dei 
B.' prìlBÌ 


da 1 a lOOOO 


1230 


da 1 a 200000 


(1984 


■ 20000 


2263 


. 250000 


22045 


■ 30000 


3246 


1 300000 


25988 


. iOOOO 


4204 


. 350000 


29917 


. SOOOO 


SI34 


. 400000 


33861 


■ 60000 


6058 


■ 500000 


4153B 


. 10000 


6936 


« 600000 


49093 


. 80000 


7831 


. 700000 


56535 


» 90000 


8713 


» 800000 


63937 


a 100000 


9S92 


» 900000 


71268 


. 1 SOOOO 


13849 


. wooooo 


18493 



8. É ovvio poi che il problema risoluto acconsente la soluzione anche del- 
l'altro : Trovare il numero dui numeri primi fra dim naneri dati a e b. 



{*) Op. oit.-L'edìzioiie francese 6 molto rara, ne esiste però una tedesca di re- 
cente pubMicazione '. Zahlenlheorie von Adriea-Harie Legendre. Leipzig 1886, 
Per la tabella riportala vedere a p. 66 del Voi. II dell'edizione tedesca. 
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SUL 

CONCEm DI VOIUMK IN UNO SPAZIO LINEARE QUALUNQUE, 

NOTA 

DI 

G I N O L O R I A. , 



In molte ricerche nelle quali è necessario considerare l'analogo nello spaxìo S„ 
(lineare) a n dimensioni dell'arca di un triangolo rettilineo e del volume di un tetrae- 
dro del nostro spazio, tutti gli autori a me noti si limitano a inlroilurre un'espressio- 
ne, funziono delle coordinate di n+i punti di S„, modellata sulle espressioni analo- 
ghe fornite dalla Geometria analitica cartesiana e clic essi riguardano come misura 
del volume dcircii+l)-gono avente per vertici i detti punti. Considerata questa intro- 
duzione come definizione, essa è logicamente legittima; tuttavia essa lascia, a mio 
credere, un po' iiisoddisfiitti coloro che amano veder stabiliti i concetti geometrici 
indipendentemente da un sistema di coordinate. Collo osservazioni sei^uenti mi 
proposi di colmare la lacuna che in conseguenza , secondo me , si riscontra in 
questa parte della Geometria; esse furono ispirate parecchi anni or sono dalla 
lettura dell'importante memoria del Prof. d'Ovidio: Le funzioni metriche fon- 
damenlali negli spazii di quante si vogliano dimensioni e di curvatura costante 
(Mem. dell'Accademia dei Lincei, Serie III, Voi- I). e vengono ora pubblicate per- 
chè alcuni scritti recenti mi fecero credere non fosse fuor di proposito il farle 
conoscere. 

1 . Siano (iC(>'^ , B,''' , cCs''') (r = 1 ,2,3) le coordinate omogenee di tre punti 
P''' ; (Si'*"' > 6»''' f W')<JU6lle delle rette che li congiungono a due a due. Nel piano 
da essi individuato sia stabilita una determinazione metrica, il cui assoluto abbia 
per equazione in coordinate di punti e di rette le seguenti : 
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4 = |o»l 






€hiainando (pe* P'*') la distanza fra i punti P'""' , P*'* e (Ptl , pw pO) quella fra 
il punto P''' e la retta P'*' pt'' (allesso del triangolo P'P"V"'), avremo: 



seQ(P''P"')= */ — ^^1— 
dunque 



sen (P' , P" P"') : 






scn(P',F'P"') sen(P"P"') =. ^^À^^'ìM^^]Jl = ' =" ■'" ^'"' <' 

V'ix-*- «x"i" "»■■■»■ ' Va^-j.. •^..,.. a^~j^. 

Il sccoDilo membro di questa relazione è una funzione simmetrica delle coor- 
dinate dei dati punti, quiadi possiamo scrivere : 

aen [P', P" P"') sen (P" P"') = sen (P", 1'"' P') sen (P'" P") = sen (P'", P' P") sen (P' P'}- 

Chiameremo seno dell'area dal dato Irtangoto il valore comune di questi pro< 
doUi ; e indicandola con sen (P* P" P") scriveremo 



sen(P'P"P"') = 



OB,' 


X,' 


a:/ 




X," 


ac," 


X," 


■IT 


X," 


X," 


a>t" 





CorrelatiTamente : indicando con r' r'' r"' i lati dì un trilatero avremo 

aen (r',r"r"') sen (r'V") = sen (r",r"'r') sen (r"'0 = sen (r"',rV") sen (/r") ; 

cbiameremo seno dell' area del frflalcro (r'r"f"') il valore comune dì questi pro- 
dofli ed avremo 



8en(r'r"r"') = 



5,' 


5,' 


«.' 




5." 


5," 


5." 


VIT 


1." 


%r 


«.'" 





■li^fl 05-5- »J"|- 



TOL. ZXT1. 
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Notando che bo r'sP"P"' , r" = P"'P' , r'" = PT" , sì può scrivere 



VT 



f ^^Ox'»' o^ V Oj,"-^'" 



X| Xi 07, 






dedurremo 

(3) sen (r* r" r"') = 

e correlativamente 

(t) sen (P' P" P'") = 



8enUP'P"P'") . 

sen (P" P'") sen (P'" P') sen (P' P") ' 

Ben*(r'r"r"') 

sen (r" r"') sen (r'" r') sen (r* r") * 



Quando la metrica è euclidea, sostituendo (PP'T"') a 8en(P'P"F") e {r'r"r"') 
a 8en(r'r"r"') le (1), (2) rientrano in relazioni note. 

2. Supponiamo cbe i tre punti p'P"P"' si considerino nelln spazio: chia- 
miamo in conseguenza tr,''^ , x,''' , Xj'''' , fr/*^ le loro coordinate omof^ence. La di- 
stanza del punto P' dalla retta p"p"' non è che la distanza di P' dalla traccia 
della retta P" P'" su] piano determinato dal punto P' e dalla retta coniugata di 
P" P'" rispetto all'assoluto. Se quindi 

sono le equazioni di questo in coordinate di punti e di piani, avremo 



sen» 0" , P" P'") = 



Oa-'i' 



osùa, chiamando 6," le coordinate del piano P' F' P'", 



Ben»(P',F'P"') = 



aa-»(ax"x"0«'"x"'-"Vx-") " 



D'altronde sì ha 



8enMP"P"') = 
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epperò si conclude 

sen» (P' , P'' P'") X sen» (P" P'") = sen»(P' P" P"'J = - 



«£"£" 



B' «a;"i" a«-"a 



3. Consideriamo ora un quarto punto P" {a),",Xt",Xt",x^"} e cliiamiamo 
i/i 4i-"< S/'' le coordinate dei piani che esso determina rìspettiTameRte colle rette 
P"P"',F'F,PP" e (P",P'F'P"') la distanza del punto P" dal piano P'P"P"'; 
aTremo : 

Xt Xt' JB*' 
Xt" X," 05/' 

Xx'" ce,"' aj/" 

Wt" %" X" 



sen» (P" , P' P" P") = 



Dalle due ultime relazioni risulta l'altra 



sen(P' P" P"') sen(P' , P' P" P"") = - 



■(ove A = |ojjt|). 



ac," 



^'««■, 



~ajr>^ 



E siccome il secondo membro non muta facendo una permutazione fra i punti 
ccnsiderati cosi sì conclude che i qunttro prodotti dei seni dei triangoli facce 
del dato tetragono pei seni delle corrispondenti altezze sono fra loro uguali. 
Chiamando seno del volume del tetragono il valor comune di questi prodotti, po- 
tremo scrivere 



yfà 



n(P'P"P"P") = 



X,' 

jr," 

J!,'" 

x," 



oc,' ac,' x/ 

01%" X," Xi" 

X,'" X,'" a;/" 

X," X." ce," 



i. Considerazioni correlative conducono alla definizione di seno det volume 
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d'un tetraedro e alla fonoola 



VD 



(6) SeD(lt'T!"Tt"'lt")=- 



5,' I.' 5,' 5.' 

5," W 5." 5," 

V" e,'" S,"' 5r 

g." sr 6»" s." 



^/a5-5.a5,•|.,aJ.-^,..a£.T5„ 



-(ove D = |a(kj). 



Se P' = ic'V'tc" , P" = it"'it''it' , P"' = «<'it'it" ,P^ = it'it"Tt"', dalle (5) (6) scatu- 
riscono le due seguenti formoio fra loro correlative : 

, „ sen'(P'P"P"'P'') 

Oì semini it it J-gei,(p'p.-p„jge„(p<,.p„p<jse„^p,.p,p»jse„(p,p<,p«j 



(8) 



5en(FP"F"P-) = 



sen' (it* ti" ti'" tf^) 



8en{ic'y"it") sen{ii"'i["i['jsen(i["it'K"}sea(it'ii'n"') 

Quando la metrica è euclidea , sostituendo ai seni gli archi , dallo (S) (6) si 
ottengono le espressioni ordinarie del volume di un tetragono o un tetraedro in 
funzione delle coordinate dei vertici o delle facce. 

4. 11 metodo con cui siamo passati dalla distanza di due punti all'arcadi un 
triangolo e dall'area di un triangolo al volume di un tetraedro è applicabile anche 
agli iperspazi!. Infatti , nello spazio a «quattro dimensioni sussiste (e si dimostra 
con ragionamenti analoghi ai precedeuti) il teorema: n dato un pentagono, il pro- 
dotto del seno dei volume dì un tetraedro .base pel seno della corrispondente al- 
tezza è lo stesso qualunque sia il tetraedro assunto come base u ; questo prodotto 
si definirà come seno del volume del pentagono. E in generale, dopo avere stu- 
dittto lo spazio a n - 1 dimensioni, sì dimostrerà che: n dato un (n -h 1)-i?ono in 
5„, il prodotto del seno del volume dì un n-gono base pel seno della corrispon- 
dente altezza è una funzione simmetrica degli n+1 punti dati » ; questa funzione 
si definirà come seiio del volume detr(n+l)~i/ono dello spazio S. a n dimensioni. 

Siano aSi''* (t,T= 1, 2 , ... , jn- 1) le coordinate omogenee di n-^^ punti P^'' 
di S. ; se con a^=(ì s'indica l'equazione dell'assoluto e con d il discriminante {a^l 
di questo, se ancora si chiama (PC P!'t . . . P'"^'>) il volume dell' (n-l- l)-gono 
avente per vertici i punti P''', avremo 



■IT 



seii(P"lPi"...Pl**'l) = 



oì.l» 



V".' 
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Nel caso di una metrica euclidea si conclude che il volume del dato sistema 
di punti, a meno di un £tttore costante, ò misurato dal determinante formato eon 
le coordinate de' suoi vertici. 

Alle considerazioni accennate in questo numero ne corrispondono altrettante 
per dualità, le quali conducono alla nozione di seno dei «olume di uii.(nf l)-edro 
nello spano S, a n dimensioni e alla formola cbe ne ah la misura in funzione 
delle coordinate delle facce. 

5 Ottobre 1887. 



QUISTIONI. 



86. Se u. ed s sono rispettivamente il termine generale e la somma d' una 
serie convergente, si ha, per n infinito , 

81. Se, per n inQnito, a. tende ad un limite a, si ha 



lim.— %/a,(a, + Ot)(«i+«»+«j) ..- . («i + o, + . . . + oj =— . 

88. Si alteri l'ordine dei termini della serie 1-- + ! — - + ..., lasciando i 

termini positivi nell'ordine in cui si trovano ed anche ì termini negativi- Se ]> ò 
la probabilità che un termine, preso ad arbitrio nella nuova serie, sia positivo, 
la somma della serie stessa è uguale al logaritmo naturale di 






89. Si conduca, per ciascun punto d'una cur^a, una retta egualmente indi* 
nata sulla tangente e sul piano osculatore , e si dimostri ohe i punti centrali di 
tutte le rette analoghe costituiscono, ad ogni istante, una superficie cilindrica di 
rìTolusione. 

E. Cesano. 
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AGGIUNTE ALLA NOTA INTITOLATA: 

SOPRA UN TEOREMA SUL CALCOLO SIMBOLICO 

NELLA TEORIA SELLE FORME BINARIE 

PEI 

ERNESTO PASCAL. 



Il teorema che Torma l'oggetto della Nota succitata sì può io sostanza enun- 
ciaro nel .seguente modo : 

d Data un'espressione F del tipo invariantìTo omogenea in ciascuna serie di 
« coefllclentì e di variabili , che sia irriducibile , cioè non sia il prodotto di due 
n altre espressioni dello stesso tipo, e che sia identicamente zero, essa potrìl ve- 
8 riflcarsi con processo sempre intero solo con idenlilà~zero ». 
anche : 

« Si potranno sempre alla detta espressione F aggiungere e togliere un certo 
« numero di termini , e raggrupparli in modo da costituire una somma di parli 
u ciascuna delle quali contenga per fattore un' idenlilà-zero ». 

Quando noi a pag. 5 della Nota abbiamo osservato che in tante parti può 
scomporsi F quanto è il numero degli elementi meno tre, s' intende naturalmente 
i-he tale è il numero a meno però di applicnEtoni dello sviluppo di Gordan. 

Ora l'applicazione di sviluppi di Gordan corrisponde a far uso di un certo 
numero di idenlità-zeTo ; possiamo quindi conchiudere che il numero richiesto 
delle parti fi propriamente quanto è il numero degli elementi meno tre, più il nu- 
mero 6 delle identità-zero che corrispondono agli sviluppi di Gordan occorrenti. 

Questo numero a può riconoscersi a priori dalla semplice ispezione dei varii 
termini di F. 

Cosi p. e. nel caso da noi considerato, dalla semplice ^pesione dei valori di 
Gì , G'i , si ricava che per applicarvi gli sviluppi di Gordaii, non occorrono che 
solo le due identità-zero 

(oc){irj/)-o^c +a^c^ = 

[ (a). 
(6c)(aBy)-6,c„+ft„c^=0 



d=y Google 



)( m )( 

Nella Nota saccitata , siamo giunti a scomporre F , a meno di sviluppi di 
Gord.an in due termini: 

(ab) (wy)* A, { (co) 6^ - (&c) a^ \ \ (oc) 6^ + (cb) o« + (6a) c^ 1 {*) 
= - (ab) (xy)* j (ca) 6^ - (bc) o^ } j (oc) fc^ + (cb) a^ + (ba) e^ j + 

+ \ (ab) (xy)* j (ca) b, - (he) o„ j | (oc) b^ + (cb) a„ + (ba) e, } . 

Poicbè gli effettuati sviluppi di Gordan non equivalgono che solo alle due 
identità (a), ricaviamo cbe aggiungendo e togliendo opportunamente certi termini 
ad F, e raggruppandoli io modo conveniente , essa deve potersi ridurre a sole 
quattro parti ciascuna contenente per fattore una delle quattro suddette idenli- 
là-zero. 

Infatti è Tacile verificare ette identicamente : 

F = I (06) (C03/)» j (ca) 6„ - (bc) o„ j j (ac) b^ + [.cb) a^ + (ba) c« j 
+ \ (ab) (xy)» j (ca) 6. - (6c) a^ j { (oc) b„ + (cb) a, + (ba) e, } 
+ |(o!))»(a!y) j 6,0^ + b^ e^ j j (asy) (ca) f c„ o^ - e, a„ | 
+ - (a6)Ma^) j 0, c^ + o^c^ jj (xy) (cb) +c, 6^-c^ \[. 



(*) Per una disawerteuza questa formola e le Begaenti furono stampate inesat- 
tamente. Il paziente lettore le avrà già corrette da sé. 
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StlLlE LINEE A DOPPIA CURVATURA 

PEB 

QEMINIANO PIRONDINI. 



n. 

Determiniamo le curve nelle quali ì piani osculatori sono equidistanti da un 
punto. Se (cosa , cos^ , cos^) . (cobX , cos[i , cosv) , (cosi , cosm , cosn) sono 
i coseni di direzione della tangente , della normale principale e della binormale 
della curva L, la distanza del piano osculatore nel punto {x,y,z) dall'origine 
delle coordinate è Sxcosl; dovremo dunque avere: 

(1) £x eoa 1 = costante = a 

la quale, colla derintione e coli' applicazione delle note formolo di Serret, dà : 

(2) Saccosi^O. 

Se poi i è l'angolo sotto il quale la curva è segata dai raggi ?cttori R che par- 
tono dalla origine 0, abbiamo : 

(3) Icccosa = BcosJ. 

Quadrando e sommando le (I) (2) (3) abbiamo: B» = o» + R»cos»i, da cui 

(4) Rsent = o.' 

Ora se sviluppiamo il cono che proietta la linea L da 0, per la curva piana avrà 
pare luogo la relazione precedente e se u e l'angolo polare, si ha : 



V»">(S)' 
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i la (4) difieDe : 



Integrando e dando alla costaote arbitraria un valore conveniento, si ottiene: 

Rcosu = a ; 

la trasrormata di L è quindi una retta e la L è geodetica sul cono che la pro- 
ietta da 0. 

Se TÌceversa prendiamo una geodetica qualunque di un cono col vertice in 0, 
deve per essa essere soddisfatta una relazione della Torma (4) ; inoltre è soddi- 
slatta (S), poiché in questo caso la normale principale della curva è perpendicO' 
lare al raggio vettore B; la (3) è soddisfatta pure, dunque deve essere soddi- 
sfatta (1), cioè i piani osculatori sono equidistanti da 0. 

Dunque : a Le sole curve nelle quali i piani osQulatOTi sono equidislanU da 
un pviìio sono le geodetiche dei coni che hanno il verlice in quel punto ». 

Vediamo quali sono le linee nelle quali i piani normali sono equidistanti da 
un punto. Se tale punto è l'origine delle coordinate, la condizione da verificare 
è nel nostro caso: £cccosa = a, dalla quale si deduce: 

X' (T a 

ma il 1' membro è cosi, essendo t l'angolo sotto il quale la curva è segata dal 
raggio vettore, dunque dobbiamo avere 



la quale reiasione sarà anche soddisfatta per la curva piana l in cui si trasforma 
L per lo sviluppo del cono che la proietta dall'origine. 

R' 

, essendo R' la derivata di R rapporto all'angolo 



VR» + R" 
palare u, si ba : 



oR 
la quale coli' integrazione ci offre : 

w = ^ Vr* - o* + are . sen (-^ ì , 
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equazione polare di una sviluppante di ci;rcliio Lii curva L ìt quindi sul codo una 
traiettoria ortogonale delle geodetiche tangenti a una traiettoria ortogonale delle 
generatrici ; questa curva si può evidentemente chiamare sviluppante geodetica di 
questa traiettoria. 

Dunque : « Le sole curve nelle quali i piani normali sono eqv.idistanli da 
un punto sono le sviluppanti geodetiche, delle traieuorie ortogonali delle genera- 
trici dei coni che hanno il vertice in quel punto i>. 

Osservando che i piani normali di una curva sono i piani osculatori dello spi- 
golo (li regresso della sviluppabile polare, si potrà dire: a. Le sviluppami geode- 
tiche delle traiettorie ortogonali delle generatrici di un cono sono le uniche curve 
che abbiano per spigolo di regresso della sviluppabile polare una geodetica di 
un cono n. 

Derivando la S ir cosa = a rapporto all'arco di L, si ha: 

^cos*a + ^ 0! = 

da cui : 

R^^ — cosÀ = -p 
ossia ; 

A 

Rcos(R , p}=— p. 

Dunque : u /( luogo dei centri di curvatura della curva L , si ottiene pro- 
iettando il vertiee del cono sulle normali principali della curva s. 

Osservando poi che i piani rettiGcanti di una linea sono i piani osculatori della 
sviluppabile rettificatrice, si avrà: k Lo sole curve nelle quali t piani retft/ìcanli 
siono equtdistonli do un punto sono le f/eodeiic/ie delle sviluppabili il cut spi- 
golo di regresso è una geodetica di un cono qualunque col vertice in quel punto >. 

Avendosi per queste curve Sa;co8)k = a, sarà: 

S cosa , V cosi „ 
X + 2j X = 
p ^ r 

essendo p , r il raggio di curvatura e di torsione della linea ; notando che 

R 2i -^cosa , K^ -j^cosl 
sono le proiesionì P,,Pft del raggio vettore R sulla tangente e sulla binormale, 
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la precedente diviene : 



Dunque : i iVelIe curve in cut i piani relUficanii sono cquidisUmli da un 
])tmlo, le proiezioni del raggio vetlore sulle langenli e sulle btnorntult sono pro- 
porzionati ai raggio di curva(ura e al raggio di torsione ». 

!«• 

PropoDiamoci dì determinare tutte quelle linee le quali , inuoTendosi di moto 
elicoidale intorno a una retta, generano un elicoide rigato. 

Pres» per asse delle z la retta intorno alla quale avviene il moto elicoidale, 
sia L la curva generatrice, L, l'elica circolare linea di stringimento della super- 
ficie ed 1,1, le proiezioni delle precedenti sul piano z = 0. Indichiamo con p il 
parametro del moto elicoidale, con li il rag^^io del cerchio 1, e con e l'inclìna- 
lione costante delle generatrici sull'asse dall'elicoide. 

Siano A , B due punti consecutivi di L e siano (A| , B,) , (a,b) , {a^ , b,) i 
punti che corrispondono ad essi sulle linee L, , i , t, ; proiettando A, sulla \a in 
Aq , abbiamo : 



AA|, = A, Aocotgd = a,acolgO = voa' — oui* -catgO, 

essendo o l'origine degli assi. 

Indicando quindi con R il raggio vettore oa di t, si avrà 

AA,= VR*-h»cotg9; 

sarà dunque 

A,a, = Aoa = Aa-AA, -z - */R* — h*cotgfl. 

La traslazione elementare di del moto elicoidale è perciò data come segue : 

di = d(A,a,) = dz~d VR»-/i».cotg 9. 

La rotazione infinitesima dia è manifestamente misurata dall' angolo a,o6, che 
foniiano fra loro i raggi del cerchio I, che vanno ai due punti consecutivi «i , b, ; 
quindi 

dw = d(a;oa,). 
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Se cbiamiarao u l'angolo polare di l contato a partire dall'asse delle x, abbiamo: 

A A A A 

asoo, = xoa - 0,00 = u~ a^oa ; 



Dunque : 



icoo, =u — aro.cos 



du = <ju — d arce 



a)- 



_ dt dz-d VB' - ft* cotg 9 

^^ "" dw ~ j j /fi\ ' 

du - d are.cos) p- 1 

Di qui sì deduce : 

dz = pdu + d^/R*-fi*•cotg9 -pdarc.cosfs-J ; 

integrando <e mettendo a zero la costante), si ba : 

(5) z=pu+ \/R*-/i* -cotgO -parc.cos iw)- 

Si potrà dunque enunciare il teorema: u Le sole curve che, muovendosi di 
molo elicoidale di parametro p intorno all'asse delle e generano un elicoide rj- 
gaio sono quelle rappresentale dalle equazioni : 

a; = Bcosu , y = Rsenti , z =pa + VR* -ft* cotgft -p arc.cos f ^J 

dove h e 9 soHo rispetlivami'.nie la nittiima distanza delle geiicralriei daW asse 
e l'inclinazione di esse sull'asse. 
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Se l'elicoide è a direttrice rettilinea h = e quindi: 

Z=]]U-!-Rcotg6 
Se l'elicoide rigato è a piano direttore ^ = s e quindi : 

z = pu-parc.coB (=r). 

Se l'elicoide rigato è quello ad area minima ri = , 0=^ e quindi : 

z = pu. 

Nel caso dell'elicoide gobbo ad area minima mettiamo la condizione cbe la 
cur»a generatrice sia un'elica d'un cilindro colle generatrici parallele all'asse; 
se t è l'angolo sotto il quale l'elica sega le generatrici del cilindro, le coordinate 
dei suoi punti sono : 

(6) aJ = Rco8ii , v = Bsenit , z = cotgi 1 \'R* + R'* dtt. 

Nel presente caso doirà dunque essere: 

piangi = VR* + B'» 
cbe COD una facile integrazione offre : 

B = ptangi-senu, 

equazione polare di una cìrconferenia di raggio ^ tangi , passante pel polo. 

Dunque: i SuWelicoide rigato ad area minima vi sono infiniti sislemi di 
eliche circolari non traìpllorie ortogonali delle generatrici ; esse sono descridc 
sopra cilindri passanti tulli per t'osse dell'elicoide b. 

Si può anche dire : » Se un' etica descriUa sopra un cilindra circolare dt 
raggio r e inclinala dell'angolo i sulte jeneroff-ici si fa muovere di molo elicoi- 
dale di parametro p = 2rco{jji infonio a uita generatrice ^ualitnque del cilindro, 
essa genera una porzione di un eticoidc ridato ad area minima ». 

Supponendo poi p=0, l'elicoide degenera nell'iperboloide gobbo di rivolusiono 
e si ha perciò il teorema: « Le sole linee le quali, ruotando inforno all'asse 
dette z generano un iperboloide rigalo di rivoluzione sono quelle rappresentate 
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dalle eqìiazioni : 

a; = Rcosu , y = R8eQU , z= >/B»-ft»cotg6 

Confrontando questa tersa equazione Colla terza delle (6), si ha clie ( 
dono quando 

va» - ft» 

Quest' ultima relazione, potendosi scrirere : 



R' \/(cotg» e - cotg» R* + A» cotg» i = B \/R' - A» cotg t 



tangi [ ^^'t'^"^' " - ""^g'^' + ^^ "'^ISlJ dR = n + costante 
/ R VR* - ft* 

la quale rappresenta la sezione retta dei ciliDdri le cui eliche possono essere col- 
locate sopra degli iperboloidi di rivoluzione a una falda aventi l'asse parallelo alle 
generatrici del cilindro. 

Si può facilmente vedere quando V elicoide rigato sarà sviluppabile , ovvero 
quando sarà formato dalle binormali di un' elica circolare. Si osservi che se t è 
l'angolo sotto il quale le generatrici dell'elicoide segano l'elica linea di stringimento 
Uìe elica segherà le generatrici del proprio cilindro sotto l'angolo i -i; dunque 
avremo per la traslazione infinitesima di 

dl=d8-co8(0 — *■) 

essendo s l'arco elementare dell'elica. D'altronde la rotazione infinitesima è anclie 

misurata dall'angolo di contingenza -~ del cerchio proiezione dell'elica; dunque 

. ds- sen (9 - 1) , 

du = -J = ir i ds. 

Il h 



p = Acotg(tì-i). 

Ora perchè l'elicoide sia sviluppabile è necessario e sulllcienle che sia i = e 
allora : 

p = h cotg 6 ; 
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siccome di qui si trae: h = ptaog^, saia: 

2 = pu+ VR'cots*fl~p* -parc.cos K ^ ) . 

Dunque : Le sole curve te quali, muovendosi di molo ed'cotilale di parametro 
p intorno all'asse delle z generano un elicoide svtiuppaòile sono quelle rappre- 
nenlate dalle equazioni : 

a; = Rcosu , y=R8eni» , x = p« + VR*cotg*e — p* -p arc.cosf ^-J-). 



L'elicoide rigato sarà formato dalle binormali di un'elica quando i = ò. «ice 
quando p = ~/ttgO; di qui si ricava: 

h - - p cotg 
e perciò 

2 = pu+ VR*-p*cotg»8cotg6-parc.cos ( — ■ -■)■ 

Dunque : Le sole curve le quali, muovendosi di molo elicoidale di parame- 
tro p intorno all'asse delle z generano un elicoide luogo delle binormali di una 
elica circolare sono quelle rappresentate dalle equazioni : 

a; = Bcosu , y = R8enu , z = pu+ ^/R*-p*cotg*9■cotgO-parc.cos( ~ t> - " )■ 

Nel caso generale l'intersezione della superficie elicoidale eoi piano coordinato 
z = ha per equazione polare : 



= £5MviFr,.._„c.c„,(^) 



~U = 

P 

la quale rappresenta una sviluppante di cerchio nel solo caso in cui : 

I> = /tcotg9. 

Dunque : Ve sole elicoidi rigale nelle quali la sezione normale all'osse è una 
sviluppante di cerchio sono le elicoidi sviluppabili. 

Si può facilmente determinare quelle linee le quali in un dato movimento eli< 
coidale generano un elicoide rigato , rimanendo nello stesso tempo geodetiche e 
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traiettorie ortogonali delle eliche. Infatti se queste ultime condiiioDÌ sodo verill- 
cate si deve avere, secondo quanto ho altrove dimostrato (*) 



pi 



R»dw 
PJ 

la quale, confrontata colla (5) dà : 

B VrT-^» (p* + R*) - pR' (p/i - R» cotg 6) = 0. 

Integraodo si ottiene : 



' R(R* + p») 



^ — - dR = u + cost. 

ì/R'-ft* 



che rappresenta la proiezione della curva sul piano z = 0; avuta tale proiezione, 
è completamente nota la curva domandata. 

Un'evolvente qualunque di essa è la curva più generale avente la proprietà 
di rimanere, nel movimento elicoidale di parametro p intorno all'asse delle z, co- 
stantemente linea di curvatura di un elicoide nel quale una delle falde dell'evo- 
luta è un elicoide rigato. 

Se si suppone che l'elicoide abbia una direttrice rettilinea, allora h = e la 
precedente diviene 






con a costante; eseguendo la quadratura, si otliene : 

arc.tg — = tgO-(a-u), 
da cui: 

R = p tang (tg 6 ■ a — tg • u). 

Mettendo a-tgO = ^> si ha: 

B =pcotg(tttangO). 



(*) Questo Giornale, anno 1884. 
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5 3- 

Sia L (*) una linea qualunque (s,p,r) eJ L, (8, , p,,r,) lo epigolo di regresso 
della sua sviluppabile reltiflcatrice S ; sia i l'angolo Botto il quale L srga le ge- 
neratrici ili I e T il segmento di generatrice compreso fra le curvo L , L,. 

Se A,A , B,6 sono due generatrici consecutive di £ e se col centro B, e col 
raggio B,A descrìviamo l'arco AM compreso fra quelle generatrici, abbiamo: 

BH=B,M-B,B=B,A-B,B=B,A,+A,A-B,B=B,A,-(B,B-A,A)=ds,-dT. 
Notando quindi che per le geodetiche delle sviluppabili abbiamo G0tgi = _, sarà: 



0) 



p . . MB ds,-dT p, / <tt\ 



siccome poi: sen i = , , si a\rji : 

V?* + r» 

(8) ds ^ AB = : = dt. . 

seni p,r ' 

le normali principali di L sono parallele alle binormali di L, , quindi 1' angolo 
inGnitesimo dì due normali principali consecutive di L è eguale all'angolo di tor- 
sione di L, ; dunque 



W 



Notando infine che l' angolo di contingenza dello spigolo di regresso I., della 
sviluppabile rettificatrice di l è darc.tg(— 1, la (8; diviene: 






v/'-(7)" 



(*) Il lettore è pregato fare la figura 

TOL. XXVI. 
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(,0, 1 = ^ , /// 



Dalle relazioni precedenti possiamo ricavare il valore di p, , r, in funzione di 
f , r ; sostituendo in (7) il valore di <ìs, tratto dalla (8), si ha : 





^ p,r-lf ,/p. + r. 


da cui si trae : 


r Tr 


(11) 


..^['-fv..©! 



Sostituendo tale valore nella (9), si ha : 



(12) 



•^(t)" 



Dunque : Jl raggio di curvatura f, e «quello di torsione r, delta spigolo di 
Tegretao della sviluppabile rellificatrice di una linea sono doli dalle (II) (12) 
dove T ha il valore (10). 

Da queste formole si ottengono alcune conseguenze notevoli. 

Nelle flessioni delle sviluppabili che ne mantengono rettilinee le generatrici, 



terrà inalterato tanto f , quanto il rapporto — ; se quindi consideriamo due geo- 
detiche LgiLfr della 1, abbiamo che nelle dette flessioni riinangono invariati i 
rapporti —, — e quindi anche il rapporto -^; ma devo pure rimanere invariato 

tanto il rapporto ^ quanto l' altro -^ , quindi rimarrà pure ìnTariato il rapporto — . 

Dunque : Considerando .lopra una aviluppabiie due geodelìcke ^uotun^ue , 
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lauto il rapporto dei loro raggi di curvatura quanto quello dei loro rogiji lU 
tiirsione. nei punti dove esue sono mcontrtile da una alessa generalricc, nnian- 
ijono invariati in qualsivoglia flessione della sviluppabile che tic mantenga rei- 
lilinee le generatrici. 

La coDdUione necessaria e suOiciente perchè la sviluppabile ^ sia un cono è 
che lo spigolo dì regresso L, si riduca a UD punto; tale condieione è verilicatit 
se p, = r, = , cioè se : 



-^^^■^(t)" 



V' 

dT ^ t)'*(l+2t)*)-yo"(l + P*) 

la precedente diviene : 

(1 + o^){iv'*-vv'-) = 0. 
>'oR potendo essere nullo il 1* fattore, deve essere : 

2w'» - vv" = 
la quale, con una prima integrazione lìk : 



Di qui si trae : 



che integrala ofTre : 



(ir 



Notando che -= - , si ha il teorema già dimostrato per altra via (*). te ffeo- 

deiictte dei coni sono caratterizzate datìu proprietà cfte il rapporto del raggio di 
ainaiura al raggio di turatone è una funzione lineare delVarco della linea. 



(*) Questo GioL-nale 18: 
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Se mettiamo la condiiìono che L, sia un'elica, deve essere -^ = co8t. = « e 



quindi : 



r, pi' 

"p, (p' + i-')T r(f' + r') 



dt \ì 1 



Ì.retg(^)=o\/l + i. 



Tale ò la condizione che deve essere veriQc»ta fra i raggi p , r di una lincA per- 
chè essa sia geodetica di una sviluppabile a coao direttore di rivoluzione (l. e.)- 



ìT^ij)' seni 
° ^ d(r{ <ti • "'"■■ 
d8 V p / da 


seni 


che iotegrata d& : 




o log.tg g i = s + o logm , 




con m costante arbitraria. 




Di qui deduceudosi : 





2S^ 



- m* e°) 



avremo : La relazione scrt'fta caratterizza le geodetiche di quelle sviluppabili le 
quali, nel dtsiendersf <u( piano, riducono lo $pigolo di regresso a una trattrice 
e la geodetica all'assintoto di questa curva. 

Consideriamo le sviluppabili le cui geodetiche verificano la relazione -r = -t 

con a costante ; la curva piana in cui si trasforma lo spigolo di regresso della 
sviluppabile rettificatrice si può considerare come l'inviluppo di una retta che ruota 
uniformemente intorno a un punto nel mentre che esso si sposta di moto uniror- 
nie sopra una retta B; tale inviluppo è una cicloide generata da un cerchio di 

raggio g(( e la retta R ne è la tangente al vi-rticc. 
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Potremo dunque dire: L'i relazione - = cotgf 1 carallerizza le geode- 
tiche dette ttviluppabUi le quali, quando si applicano al piano , trasformano lo 
spigolo di regresso in una cicloide [generala da un cerchio di raggio ^ j e la 
geodetica nella tangente ni vertice della curva. 

Se trasrorminmo l'espressione di r, , ponendo cmuc prima - = v , si trova 

_ r{iv'*~vv'-) _ 

iier cui, se sarà ~ = costante = a , avremo: 

e'* (2 -a) = vi}" 
la quale potendosi scrivere : 

' V v' 
con una prima integraiioue oltre : 

t?' = ni«*~*. 
Di qui sì deduce : 

e quindi ( quando sia a 1 j , avremo : 

ti*-' = (ma + n) (a - 1) = p« + 9 
dalla quale si ricava : 

(13) o = (p8 + 9r^. 

Se poi a = I , risulta 

Iogo = m8 + logn, 
da cui : 
(li) « = ne"* 

bunque : ^e per uiu» cwrua L ti rapporto -J del raggio di torsione dello wjii- 
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Hvlo di rcjjvvi'ito della svUupiiabile rettificatrice al raggio di torsione di 1. i; min 
costante a. diversa da i, la curva L è tale che in ogni suo punto è verificala in 
relazione 



e viceversa. 

Se poi quel rapporto è eguale ad 1, in ogni punto della curva L è teri/icata 

la relazione - = ne"' e viceversa, 
e 

Determiniamo tanto nel ca:>o (13) quanto nel (14) la cnrT» pìcina in cui si 
traaforaia lo spigolo di re^^resso L, della sviluppabile I , allorcbè Cfuesta si di- 
ijtende sul piano. 

Supponiamo di aver fatta un tale sviluppo e di avere preso per asse delle a; 
la retta In cui si trasforma la (,'eodctìca L e come origine degli assi il punto dal 
quale si contano gli archi e di L. 

Sia poi Lg ia curva piana in cui si 6 trasformato lo spigolo di regresso L, ; 
l'arco s di L viene ad essere (nella figura piana] la porzione di asse delle as In- 
tercetta fra l'origine e il punto dì tragitto della tangente alla Lg ; dunque evi- 
dentemente per passare dalla figura dello spazio ailt figura piana, si deve «o- 
sliiuire ad s l'esprefisfone 

xdy -ydx 
dy • 

Inoltre l'angolo i viene ad essere quello sotto il quale le Ungenti di L^ se- 

^'HHo l'asse delle x e siccome ~ = taDfft, cosi si deve al poslo di - mettere -r . 
e " "^ p dx 

Dunque nel caso generale (13) l'equazione ditferentiale della Lg viene ad essere: 

dy _ r ivdy- ydx ]^ 
da; ~ L '' dy "^ ^ J " 

Consideriamo il caso di (e = 2; allora la precedente diviene 



(S)'=('-+")|-™ 

la quale, risoluta rapporto ad y, dà : 
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I.' integrale generale è ; 



che rappresenta una reUa ; e vi è inoltre ana soluzione singolare che si ottiene 
colla eliminaRione di y' fra la precedente relusione e l'altra : 



Tale eliniinasione conduce alTcquazione : 

die rappresenta una parabola. 

Dunque : Le curve gobbe per le quali - = ps + q hanno un raggio di tor- 
sione mela del raggio di toreione dello apigolo di regresso della sviluppabile rel- 
li/icatTiee ; quando tale sviUippabiie si distende sul ptuno, il suo spigolo di re- 
gresso si riduce a una parabola e la linea data alla langaUe nel vertice di essa. 

Nel caso di (14) si ottiene colle precedenti sostituzioni 

„'Tf'-w 
itx 
da cui si rìcavii : 

che risoluta rapporto ad 1/ dà : 

L'integrale generale di quest'equaEioné ilìlTerenziale è: 



y 



= e(<r+log\/i) 



che. rappresentando una retta, non tia nel nastro caso alcuna ìmportanaa ; si ha 
poi una solDiione singolare che risulta dall' oliminailone di jf' fra In precedente 
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i-elatione e raltra 

35 + -^ (log n - log y' - 4) = 0. 
TiiJiì solutione singolare è dunque : 

che rappresenta una curva logaritmica coll'assintoto coincidente coll'asse delle w. 
Dunque : le sole cuitie gobbe nelle quali - = 06** hanno il raggio di tor- 
sione coa|an(enien(e eguale al raggio di torsione dello epigolo di regresso della 
sviluppaòila retUficatriee : quando tale sviluppabile ai distenda sul piano, lo spi- 
golo di regresso diviene una curva logaritmica e la geodeiica si irasforma neU 
VaasintolQ di essa. 

M. 

Tenendo ferme tutte le precedenti indicazioni, si supponga che L sin una svi- 
luppante di L,, cioè una traiettoria ortogonale delle tangenti di l,. 

Applicando le considerazioni dei § S, introducendovi inoltre la particolarizsa. 

, Tt . . 
none i = a . ^) bA : 

MKl rfs = T ^ = J ■ 



quest'ultima ci dà il raggio di curvatura di L. 

Determiniamo ora il raggio di torsione dì L ; essendo le tangenti di L pa- 
rallele alle normali principali di L, , la binormale di L viene ad essere parallela 
alla minima distanza di due normali principali consecutive di L, ; ma in una curva 
qualunque la minima distanza di due normali principali consecutive è parallela alla 
retta rettificatrice della curva ; perciò l' angolo di torsione di L è eguale all' an- 
golo di contingenza dello spigolo di regresso dellii sviluppabile rettincalrice di L,. 
Dunque : 



e perciò 
(16) 



^=.arc.tg(ri) 

^ i_ 
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la (16) mostra che la condizione onde sin - = è equivalente all'altra che sia 
— costante ; quindi si lia il noto teorema : la sole curve che hanno una svilup 



panie piava sono le eliche. 
Avendosi : 



Pi 
quando sia ° = cosi. = a, sarà 



- = ■ - -— arc.Ig ( — ) 

' 0.* T.* 



-7- arctgl — ) -a\—.+—i 
(tei Npi/ ^ Pi* 1",* 



Dunque: Le sole cmve cht' lianno un' elidi per sviluppatile sono le geode- 
liche delle sviluppabili a cono direllore di rivoluzione. 

Passiamo ora a risolvere lo (15) (16) rapporto a p, , r, ; dalla (15) si deduce 



?t VT»-p* 

e 'sostituendo tale valore in (16; coll'osserrarc die (ÌS(=dT, si ottiene: 

1 r d . / P \ 
P. T < l °\Vt*-p»'' 

e qnindi : 



j_ _ ì/p - e* ^ d^ 

i\ i T di' 



= '^(-^) 



Conviene però dare a queste espressioni nitra Torma, introducendo il valore 
di T espresso per gli elementi di L. Se è l'angolo sotto il quale i piani oscu- 
latori di L segano In sviluppabile e se notiamo che ì segmenti T rappresentano i 
riiggi di curvatura geodetica di L, avremo : 

T = — ^, da cui : aro.tg— ===== = s — 6- 

coB 6 ' ^ ^T» ~ p* 2 

Ora se applichiamo la (24) del § 6 facenilovi pcrd i = z,f ^i (deduco subito: 
lgft=^, da cui: d6 == darc.tg (-^J. 

VOL. XXT[. Ifi 
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So ilb> & l'angolo di contingenza dello spigolo di regres»;o delln sviluppabile 
rettificatrice di L, , abbiamo 

dw = d arc.tg (—1 = ~ d arctg (— ) = - ttó ; 

ma si è già osservato che l'angolo di contingenza dello spigolo di regresso della 
sviluppabile rettificatrice di L, è eguale all'angolo di torsione di L, dunque 



ed integrando 

In forza di questi lalori si ha per espressione di p, e r, 



■■(-/?)' 



j^-[*eos(a+/^)+?8e„(« + /^)]. 



sen (a + / y) c08*^o + j yj 
Facciamo qualche applicasione di queste rormole. Avendosi ad es. 

la condizione che sia — costante & equivalente all'altra cbe sia -=0. 

Dunque : Se una curca lia fra le sue evolute un'etica, lu curva data è piana 
e mite le aue evolute sono eliche (una aola degenerala in curva piana). 

Se In curva L, è una geodetica di un cono, si devo avere : 
■^ = ms, + n 
e potendosi scegliere l'origine degli archi 8, in modo che n = si potrà scrivere : 
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Ora S( = T + ft con k costante, e se supponiamo fc = la linea L sarà quol- 
l'eTolvente di L, che incomincia dal punto di L, che è l'origine degli archi s, cioù 
ilal punto di L, più vicino al verlice del cono di cui essa <> geodetica. Io tal caso 
aTendosi 



ì,= T = - 



•'"8 ("■+/-) 



(-/?) 



mpi=8en (1+ / — ) ■ 



Sì conclude: Le linee in tulli i punti delle quali è verificala la relazione 
mp = seD (ft +/ — ) sono le sole che sf possano considerare come evolventi di geo- 
detiche coniche comincianfi dui punto di queste che è più vicino al verlice del 
cono di cui esse tono geodetiche. 

Caso pahticolahe. Si ha un caso notevole supponendo che, essendo L, una geo ' 
«letica di un cono, sia inoltre L un' elìca. Allora se i è l'angolo costante sotto il 
()uale l'elica sega le generatrici del cilindro, abbiamo : 



= cotgi 



1 = 1 



cotgi , Gotgi-d8 = n 



r p ^/l-mV 

lutegrando e mettendo a zero la costante arbitraria , il che non partìoolarizza i 
risultati, si ottiene; 

8-cotgt = Vi — m*p* 

dalla quale si deduce : 

f = \/-^--cotg»i-8». 

Ora se indichiamo con e>g , s^ il raggio dì curvatura e l'arco della seiione retta 



d=y Google 



X 154 X 

de) cilindro che contiene l'elica L, abbiamo : 

p, = p sen^t , «0 = s-seni 



. , / 1 . . . 3o* . /sen*i 



Ih quale raoslra che la sezione retta è un epicicloide. 

Nel nostro caso sì è messa la condizione che sia L, una geodetica dì un cono; 
ma in generale le svilu])pate delle eliche sono geodetiche di elicoidi sviluppabili 
(cioè di sviluppabili il coi spigolo di regresso è un'elica) e siccome Ira i coni 
l'unico che si possa considerare come appartenente alla Tamiglia delle elicoidi svi- 
luppabili è quello di rotazione , ne risulta che L, è una geodetica di un cono di 
rotazione. 

Si ha dunque il teoroma: Fra te cliclte, solamenic quelle descriUe sopra ci- 
lindri a sezione rolla cpicicloidale si possono consìdi^rarc come evolventi dì geo- 
dcticlie di coni (ncccssariamenle ili rivoluzione), comincianU dai punlo di tali 
curve silìialo più vicino al verliee. 

S 5. 

Data una linea L dello spazio Tacciamo passare per essa una superllcie rigata 
e nielliamo la condizione che essa sia sviluppabile. Indicando nel modo solito gli 
elementi geometrici di L, con A,B,C gli anf^oli fatti dalle generatrici della su- 
perficie rispettivamente colla laiigcule, eolla normale principale e colla binnrmaie, 
e con K la distanza di un punto qualunque della superDcie da L contata sulla ge- 
neratrice, avremo per le coordinate 5 , ») , ! di un punto arbitrario della superficie. 

5 = a;+R(co&aco3A + cosXco3B + coslcosC), etc. 
Da queste si trae : 

M = S ^- X (cos» cos A + cosX cosB + cos t cos C) = ^^^ - ^^ 

N* = 2j| -rCcosacosA + cosXcosB + cosIoosC) 1 

_ /dcosA cosB y /'cosi cosC dcosBy /deosC cosB\* 

~\~dr p J '^\~'^'~r'^~d^) '^\~d^ T/ ■ 

Notando quindi che la condìKione di sviluppabitità della superficie rigata è : 

N* sen»A ^ M' 
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aTremo nel nostro caso : 

/COSA. cosC , dcoaB\* /(/cosC cosBV /dcosA cosB\* ^ , . 

(-r''~+-d— J +(,-5.--—; =l-s— —) ""**■ 

Se supponiamo che In L sia piana, si avrà -=0 e la precedente diviene: 
/cosA dcosB'\* /dcosC\* /dcosA cosB\» ^,. 

Si sviluppi la superllcie sul piano e sìa l, la linea in cui si trasforma L , p, 
il ^uo raggio ili curvatura ed A, , B, gli angoli che la generatrice distesa sul piano 
fa colla tangente e colla normale di L,. Avremo evidentemente : 

A = A, 

Inoltre nello sviluppo si conserva inalterata la curvatura geodetica della L; no- 
tando che l'angolo ^ sotto il quale il piano osculatore di L sega la superficie è 
dato da (*) 

, cosB 

cos * = r 

' sen A 

la curvatura geodetica di L sarà : 

* t cos B 
p scn A ■ 

Siccome tale curvatura geodetica alla fine dello sviluppo diviene la curvatura 
assoluta di L, , avremo : 

1 cosB _ 1 
p Ben A ~ p, 

da cui si deduce : 

(18) - C08B = -^senA. 
^ ' Pi 

Si ha poi (dalla relazione cos*A + cos*B + co8*C = I) : 

(19) co8C = Yl-(— ì -senA 



(') V. mia Nota: Sulle gap. rigate, § IV. Questo Giornale. 



d=y Google 



)< m K 

ilalle quali si ricava : 

dcosB /ù\' . p . d.\ 
— 3 — =| — ) senA + ~cosA--T— ; 

la (il) al posto di mi 

f 
che essa può assumere la forma seguente : 

/(icosCV /ilA ì Y , , /COSA iicosB\* 

e se in questa sostituiamo i valori già calcolali di cos B , cosC . — ^ — , — ^ 

° ds d» 

si ha dopo alcune facili operazioni : 

iÌ]_.g4H.im\g._(_L._J_).0. 
l_(_L.Y P V Pi ' ^Pt' *=*/ 

Di qui si trao tangA= '' .'"' -' , e per conseguenza sarà: 



Avendo quindi presente io (18) (19) avremo per i coseni degli angoli A, B, C 
i seguenti Talori : 

v(p'-Pi*f'+p'(/pi-ppi'j' Pi v^p^-VF^y(/lV-^/i? 

cose = ^^'-f'*)'Jf**-f' . 

Si ha dunque il teorema : Per far pnsiiare per una data curva pialla L, il 
cui raggio di curvatura è p, una svila(iì)abil(i late, clic nello sviluppo riduca L 
'I una data linea piana L, di cui il raggio di curvatura è ff,si conducano per 
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i ]iHii!i di t ii/dlc rellc inclinale sulle tangenti, suite normali principali e sulle 
hinormali di L di angoli A , B , G dalt dalle (20). 

Se aiettiamo la condizione che sia — = costante = ft, risulta: 



C08 \ — , cos B = ^ , cosC = V — A* 

e quindi la sviluppabile che ha la voluta proprietà si ottiene conducendo per ì 
punti di L delle rette situate nei piani normali ed inclinate egualmente sulle 
nonnali. 

Operando nel modo detto sopra una spirale logaritmica (p = as) ovvero sopra 
jna sviluppante di cerchio (p= ^jaa), sì ottiene una nuova curva L, appartenente 
rispettivamente alle dette classi. 

Osserviamo che la relazione p=s Vm* — m*s* rappresenta un'epicicloide, una 
cicloide un' ipocicloide a seconda che n< 1 , = 1 , > I ; se sopra una di queste 
curve eseguiamo la costruzione precedente, si ha per la trasformata piana: 



..J- 



B~ V^cosbJ (cosb) ■**■ 

Ora se n < 1 evidentemente — = può essere indìITerentemente <I.= 1,>1: 
coso ' . > > 

ma se n = I ovvero n > 1 necessariamente — = > i. 
cosB 

Dunque : Se per i punii di un'epicicloide L si condiieona nei piani normale 
delle relfe tnclinafe sulle normali di un angolo coslanle e si sviluppa poi la su- 
l>erficie oUeìiula sopra un piano, la curva L si trasforma in una curva L, che 
jivò essere indiffereniemente una eicloide o inripocf dotile ; se però si ripete la 
^ua costruzione sopra una cicloide owrcro sopro tm' ipoctcloitie, lu curva L, cfte 
li olliene è lempre un' ipocicloitle. 

5 6. 

Determiniamo l'espressione del raggio di curvatura di una linea qualunque L, 
descritta sopra una superficie sviluppabile il cui spigolo di regresso 6 una data 
linea L 

Sia I rindìcatrice sferica di L , I, quella di L, ; siano a,b due punti conse- 
cutivi di I ed a, , {>, i corrispondenti di I, (*). Se col centro b e col raggio sfe- 



(*) Il lettore è pregato di fare ì» figaro. 
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l'icD ha, si descrive l'arco a^m compreso trn un, e bb, , abbiamo : 

mb, = bm- bbi - bit, — 6&, = ba + aa, - 66, -. ba — (66, - oa,). 

Ora ab misura 1' ungolo dì contingenza— di L e 6b, - aa, è il dilTerenziale 

dì na, , cioè di essendo t l'angolo sotto il quale L, sega le generatrici della svi- 
Inppabìle. Dunque 



dunque avremo per l'angolo di contingenza dì L, : 





tia. . .1/1 di\' 8cn*i , 


Avendosi poi : 






„., = T*.-L, 
P sen t 


aurh : 




(21) 


1 seni //, di\* p* 



Per far uso dì questa formola , siccome non possono essere arbitrariamente 
date entrambe le quantità t , T , bisognerà calcolare una di tali quantità quando 
ì: data l'ultra. Così ad e-<empÌo se T = costante = o, si vedo facilmente die; 



e quindi la (21) diviene; 



■^(a' + ('- af^y + o' ^ (»■ + p«) 
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Dall'ospressione ora trovata di seni si deduce : La linea, luogo degli ealremi 
di segmenti costanti staccati sulle tangenti di una curva L , è traiettoria isogo- 
nale delle tangenti stesse solamente net coso in cui L è a curvatura costante. 

Se la linea L & piana - = e se supponiamo inoltro d = costante = k, l'ultima 
relaiione diviene : 



' (o* + p') 5 ft - Vrt' + p» i 
Eseguendo tale quadratura, si ottiene : 

essendo m una costante arbitraria. 

Perciò : Le curve il cai raggio di curvatura si esprime in funzione del rag- 
gio per mfizz» della (22) sono caratterizzale dalla proprietà che gli estremi dei 
segmenti di lunghezza coslanle a slaccaii sulle tangenti a partire dal punto dì 
contatto, si trovano sopra un ccrctiio di raggio k. 

Passando nella (j^) al limite per k = cK>, sì ha: 



la quale è ta nota relazione caratteristica della trattrice. 

Nella Itgura srerica che ci ha servito a determinare p, si vede chiaramente 
A 
die l'angolo srerico a,b,m è l'angolo sotto il quale il piano osculatore della liaea 
L, sega la sviluppabile ; ora siccome 

mò, =o,(i, cosO 

e siccome a,&, misura l'angolo di contingenza assoluta di L, , san'L mf>, ogualc 

ds, 
all'angolo di contingenza geodetica — ~ di L,. Dunque ; 

Pi, ' e 
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e perciò : 

Dalle (21) (23) risulta che : L'angolo 9 sotto ti quale il piano osculatore delia 
linea L, sega la sviluppabile su cui è (Uscritta è tale c/te 

, di 

(24) 



Per fare un'applicaziono delle formole (21) (23), supponiamo die si traiti della 
geodetica di un cono ; allora, osservando che lu questo caso il rapporto ^ rela- 
tivo allo spigolo di regresso della sviluppabile, ora ridotto a un punto, è eguale 
alla curvatura sferica — della traccia del cono sopra una sfera di raggio unitario 
col centro nel vertice, la (21) in forza della (23) diviene : 
1 sen*i 



Ha evidentemente Ir, ò II raggio di curvatura geodetica R, disila traccia sferica 
normale del cono sopra una sfera di raggio T ; avremo dunqno , 

' scn'i 

cioè : 71 raggio di curvatura assoltifa in un pitnio qualunque di una geodetica 
conica è eguale al raggio di curcafura geodetica (sulla sfera che la contiene) 
della traielforta orlof^onale delle generatrici in quel punto , diviso per it guo- 
dralo del seno deii'incitnazione della geodetica sulla generatrice c/te passa per 
esso. 

Questo teorema, nel caso che il cono divenga un cilindro, si trasforma in una 
notissima proprietà delle eliche. 

§1. 

Una linea dello spazio è completamente determinata dì torma quando si co- 
nosce il raggio di curvatura p e quello di torsione r in funzione dell'arco s. In 
certi casi, può essere dato il solo raggio p o l'altro r in funzione di e e può in- 
teressare di trovare le corrispondenti famiglie di curve. 
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Se è dato p , si dere avere : 

la prima relazione si soddisfa prendendo : 

a!'=sen9cos<}' , y' = sen98en<j( , z'-cosf 
dove 9 e 4* soao due funzioni arbitrane di e. Allora la seconda relazione diviene : 

1 „ . j„ 

-^=i9'* + sen*?'(|('* 

da cui si deduce : 



^ = k+ j — ? ds 

•/ sen f 



con k costante arbitraria. 

Dunque avremo per le coordinate x,y,z di un punto qualunque della curva 



1 f /'^^'" 1 

ir= / eenip-cos Lft +■ / —^ del ds; 

J ^ *■ •' senip "■ ' 

/■ f /Vi^^ 1 

/ senip-sen Lfc+ / ~ dsj ds: 

•' •' sene ■* ' 



(25) y 

* z = jcos'{-ds. 

Ad ogni forma della funzione ? corrisponde una curva. 

Supponiamo ora che sia dato il raggio di torsione r. Se i , m , n sono gii an- 
goli fatti cogli assi dalla binormale di una curva L, le formole : 

(■^6) a;, =/cosl'd8 , y = icosm-ds , z^lcoan-ds 

dcDDiscono una curva L, legata alla L in modo, che : 

d8 = dst , p - fi . '■ = Pi- 

Per conseguenza ricavando cosi , cosm , cosn dalle (2S) si avranno nelle (26) le 
coordinate dei punti delle curve in cui il raggio di torsione è p , cioè una fun- 
ziooe arbitraria dell'arco. 
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Ora dalle (SS) si ha : 

cosi =p(j/'z" — z'a") = — pi ip'-scn^- y-j-— if'*cos9C0s^J 

costa = fiz'x" — a:fz")= pi ip'-cos<}' - V~r~ T'^cos^seni}*] 

cosn =p(x'y" -yV)= cy-j- - ^''-sen?. 
Sostituendo questi valori nelle (26) e cambiando anche p in r, si ha : 
x = —j r \tf' scnij( - Y-j- — <p'*-co8? cos<{'| ds 



y= j r 1^ ip' cos ^t ~ y-j- -if'»-cos(r scn^'J d 



^ = k 



je 



Questo equazioni definiscono nel modo più {generale le curve in cui il raggio 
dì torsione è una data funziono r dell'arco , la funzione ? rimane completamente 
arbitraria. 

Reggio-Calabria, agosto 1886. 
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CALCOLO DEL VALORE, AL NETTO, 

DI TITOLI SOGGETTI A TASSA DI CIRCOLAZIONE E DRITTO DI PROVVIGIONE 
COHE LE OBBLIGAZIONI FERROVIARIE 



FERDINANDO RONCHETTI. 



lUuslrissimo Sig. Professore 
Comm. sluMffH BatiM»"! 

Napoli 



Roma li 1 febbraio 18B8 



Secondato dalla di Lei benevolenza, vidi nell'agosto e settembre 1886 inserito 
in cotesto reputato Giornale di Mateiuatiche un mio Saggio di aritmetica dei Ti- 
toli di credito che da persone competenti venne Favorevolmente giudicato. Condussi 
ora a termine, nello stesso ordino di idee, una nuova ricerca, a primo aspetto «b- 
bastsDEa involuta, tanto che l'avevo messa da parte come disperata, ma che poi , 
come l'altra ivi svolta, dei Titoli estinguibili per acquisti al corso di piaiza, mena 
a risultati inaspettatamente semplicissimi ; quella del valore etTettivo che per rap- 
preseatare un determinato interesse semestrale netto, attivo o passivo, dee avere 
un Tìtolo, soggetto a imposta proporzionale, non solo sui frutti, ma altresì sul 
valore efTettivo medesimo, com'è la tassa di circolazione; e per di più, passìbile, 
per il debitore, di un dritto, puro proporzionale, di provvigione su tutti i paga- 
menti che in ordine ad esso fannosi al creditore, supposti aver luogo per via d'in- 
lermediario. Ma avendomene porta occasione la recente emissione delle obbliga- 
zioni ferroviarie , parvemi opportuno completare anche questa parte della tratta- 
zione dei Titoli, in modo che si veda potersene sempre con brevissimi calcoli tro- 
vare, per ogni modalità di essi, il valore corrispondente a qualunque interesse netto : 
altra prova, se ne abbisognasse, del come, pur nel campo della finanza, possa la 
matematica esercitare ampio e incontestato dominio. 

A chi ora raccomandare questo lavoro se non a Lei, alla cui squisita cortesia 
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debbo se ancbe il precedente potè divenire di pubblico diritto? Ella Taglia però 
accoglierlo con la consueta indulgenza : e permetta eh' io profitti dell'incontro per 
farle pubblicamente palesi i sensi di profonda gratitudine e di vera stima, coi 
quali ò l'onore di protestarmi 



di Lei 



D-'.r olissimo 
Ferdinando Ronchetti. 



CAPITOLO PRIMO 
Introduzione. 



Richiesto di avviso sulla maggiore o minore conreniensa dell» recente emis- 
sione delle obbligaaioni ferroviarie rimborsabili, o per dir più preciso, su l'onere 
semestrale netto eh' essa apporti al governo per ogni lira di capitale incassato , 
in rapporto a quello eh' egli avrebbe sopportato se avesse invece emesso rendita 
perpetua al corso della giornata , dovetti inn;inzi tutto preoccuparmi della possi- 
bilità in genere di risolvere matemalica mente il problema, presentando esso questo 
di apparentemente irriducibile al calcolo , che cìo6 quei Titoli vanno soggetti a 
tassa di circolazione, la quale, come ognun sa, si commisura sul corso medio di 
borsa dell'anno precedente, e quindi su di un elemento che parrebbe a tutta prima 
non potersi in prevenzione determinare. 

Ha a ciò è agevole il rimedio , solo che si attribuisca in ipotesi al Titolo , 
per ogni semestre della sua durata, un valore tale eh' esso e al prineipio e al fine 
do' semestri, e cosi nell'intervallo, rappresenti un determinato interesse netto, e 
nel caso nostro, quello precisamente che avrebbe dato la detta rendita perpetua: 
che è lo slesso sistema da me seguito nel citato Saggio di aritmetica per risol- 
vere l'altro problema, d'aspetto esso pur refrattario, inteso a determiRaru l' inte- 
resse di Titoli, redimibili ai corsi di piazza. 

In qual modo poi converril commisurare la detta tassa per renderne agevolo 
la calcoliizione? A questo riguardo sarà bene di far precedere alcuni cenni dilu- 
cidativi. 
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CAP. 2. 
Premesse sulla taesa di oiroolazione. 



Il testo unico, 13 aprile 1874 n" 2011 . delle leggi sulle tasse di bollo non 
cbe io surroga a quelle di bollo e registro, porta, agli art. 68 e 69 , che per la 
cireolaiione dei Titoli d'ogni specie (tranne poche eccezioni fra cui la rendita per- 
petua) è dovuta una tassa annuale dell' 1 % > cbe diventa 1' 1,20 per effetto del 
doppio decimo. Questa tassa si liquida sul valore dei Titoli al corso medio di 
borsa dell'anno precedente, e se non furono quotati, su quello accertato da pub 
blicì mediatori, o, in difetto, sul nominale versato. Essa viene pagata, in rate sC' 
mestrali posticipate e computabili dal 1' gennaio e 1" luglio dì ciascun anno, di 
rettamente da chi emette i Titoli, salvo il regresso verso i portatori. 

Ha per comodità di calcolo (e pur con impercettibile divario dal vero) io sup- 
porrò che la liquidazione, di fronte si alla finanza che ai portatori, si faccia con- 
temporanea al pagamento e a semestre, ritenuto come il periodo più breve a cui 
si fanno i pagamenti sui Titoli ; per il che la tassa sarà a valutarsi di 6 cent. 
ogni 100 lire, ossìa 0,0006 (algebricamente i) ogni lira del capitale alla medesima 
soggetto. 

Per la possibilità stessa del calcolo poi, questo capitale, In principio dei se- 
mestri lo computerò, come dissi, in base ai valori di Borsa (o di sconto o elTet- 
tiu cbe dir si voglia) succt^ssivamente rispondenti a un dato interesse semestrale 
aetto r', e. nel loro corso (prescindendo per semplificazione dal più esatto calcolo 
Ai sconto quale venne da me suggerito ai § I2S a 124 dell'opuscolo Sulla deter- 
minazione deli' inlereaae e che riservavo ad apposito studio , ma che in concreto 
non porterebbe se non microscopiche difTerenze) lo computerò partendo invece 
dalla ipotesi, pur essa abbastanza approssimativa, che Io aumento di valore che il 
Titolo acquista pel godimento dei frutti sìa, come presso a poco sì suole, rappre- 
sentato giornalmente da un prorata della differenza tra il valore dì Borsa in prin- 
cipio e quello al fine di ogni singolo semestre ; con che evidentemente avendosi 
tanti valori giornalieri in progressione aritmetica, si potrà considerare come valore 
medio, passìbile della tassa, quello costituito dalla semisomma dei due termini 
estremi rappresentanti i valori efTettivi a prìitcipio e fine di ogni semestre. Se questa 
semisomma infatti, moltiplicata pel numero dei termini della progressione dà, come 
è noto, la somma dei loro valori, l'omettere tale moltiplica è precisamente come 
se questa somma venisse divisa pel numero dei termini, ohe è quello appunto ohe 
costituisce una media. 
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GAP. 3. 

Provvigione. 

Considerando poi anche i) Titolo comiì seririto per via d'intermediario e sog- 
getto quindi a un drillo di provvigione su tutti i pagamenti a) netto die in ordine 
ad esso si Tanno da quello al creditore , il detto interesse semestrale netto potrà 
distinguersi a seconda clie attivo o passivo ; e sarà attivo quello che percepirà il 
creditore, niun conto naturalmente tenuto di quel dritto di provvigione ; passivo 
quello die costituirà l' intero onero clTettivo del debitore , quel dritto pure com- 
preso ; confondendosi poi desso con l'attivo quando creditore ed intermediario siano 
una sola ed unica persona. 

GAP. 4. 

Prima formola universale. 

Ciò premesso, innanzi di analizzare partitnmenle ogni singola categoria di Ti- 
Ioli regolarmente costiluili per ammortamento a un valor nominale predeterminalo, 
quali furono descrilti nel citato Sag;>io, piglierò le mosse da un Titolo ammortit- 
zabìle in genere, con ia gola condizione clic le ammortizzazioni, in quello epodie 
in cui esse cadono, coincidano pure col pagamento degl'interessi. 

Per avere dunque il valore effettivo (che per far più presto dirò anche sem- 
plicemente valore ; come, capitale, il capital nominale) di qualunque Titolo frutti- 
fero al fine di qualunque periodo uguale (che di solito sarà il semestre), rìDctto 
ch'esso sarà naturalmente costituito dei 4 seguenti elementi. 

1° dei frutti del capitale e vigente al principio del semestre , depurati dì 
ogni tassa, compresa quella di circolazione, e rispondenti quindi a un interesse 
incognito y. 

ì." del rimborso, che chiamerò a, di tutto o parte, o anche nulla, del ca- 
pitale predetto, a seconda dell'epoca e della forma costitutiva del Titolo. 

3' del dritto di provvigione, unitariamente p , che dovrà cadere tanto sui 
frutti netti quanto sui rimborsi, e che si ridurrà perù a quando, come dissi, si 
ricerctii rìntcresso effettivo per un creditore diverso dall'i ntermediario. 

4° del valore effettivo del capitale residuo al principio del semestre suc- 
cessivo. 

E! chiamato n il numero dei semestri a decorrere dal principio di quello che 
si vuol considerare fino alla data della estiazione finale del Titolo, la formula ge- 
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neraìc del suo valore X, , al principio di qualsiasi semestre, si baserà sulla somma 
il) quei quattro elementi (clie segnerò a partire dall'ultimo), scontata all'ioteresse 
r* (ossia «' - 1) come ai g^ 3 e 3 del citato Safcgio : si avrì cosi il seguente va- 
lore del Titolo al principio del semestre, in relazione a y„ iaoo<<nìta e alle altre 
quuntilà o note o determinabili 

y _ X,_. + (l+p)(a, + j/,c.) 

Di qui si avrà pnre il valore del Titolo alla fine del semestre 

s'X„ = X,,, + (l+p)(fl, + y,c,) 

il valore di y„ si avrà poi uguagliando i frutti completamente netti a quelli 
depurati solo dalle altre tasse proporzionìili che non siano quella di circolazione, 
ileducerdoTi quindi quest'ultima, commisurata come si è visto al Gap. 2, ultimo 
alinea, ituila semìsomma dei valori del Titolo al principio e al fine del semestre 

Nel valore di 8'X„ introdotto questo di y,c, , esso diverrà 

.■X, = X.., + (I + p) ,., + (1 + ,„ ?r%-«.(n-') 

onde 

2s'X. = 2X,., + !(! +,,)».+ (1 + |>) Jr'V, - 1(1 +p)(l+s')X. 

X. ; Ss' + 1 (1 + p) (I + j') I = 2 I x._, + (1 + p) (a, + r-c.) | 

e fiDBimente 

Y ^ 2 X.-i + (l+p)(°. + r" e.) _ X._, + (H-p)(a. + r"e .) 
^ 2«' + l(l + p)(2 + r') , . / PV^ 

!' + l(l+p)(l + r) 

_ X..| + (•|+p)(ll.^.r"c^ 



Questa sarà la prima formola unitersale per tutti i periodi , applicabile a lutti 
i Titoli ammortizzabili superiormente indicali; e ili linguaggio comune significherà 
clie qualunque di siffatti Titoli, soggetto a tassa di circolasione e dritto di prov- 

VOL. IlVl. .o 
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tìgione, avrà al principio di semestre, per renderò un interesse netto r', un th- 
lore rappresentato dai pagamenti che si Tanno alla line, astration fatta dalln tassa 
di circolasiune , aggiuntovi il valore al principio del semestre iìuccqssìvo , il tutto 
scontato a un altro interesse che chiamerò di corrispondenza, uguale a quello vo- 
luto , più la tassa di circolazione (e relutiva provvigione) sul valore a metà del 
semestre della unità considerata con l'agftiunta del prnrata dello interesse mede- 
simo. Resteri poi sempre a determinare il valore del Titolo al principio del pe- 
riodo successivo. 

CAP. S. 

Titoli a un perìodo dal rimborso finale. 

Nel periodo però di ultimo rimborso , riducendosi il valor residuo etreUivo 
X,_, sempre e necessariamente in tutti i Titoli a . e le quote di ammortizza- 
zione a, conrondendosì col capital vigente a princìpio di periodo, la formola di 
venterà per tutti indistintamente i Titoli ammortiziabili, qualunque ne sia la Tor- 
ma costitutiva , 

1 + r" 1 + r" 



-0+^)^'-¥ 



GAP. 6, 

\ 

Tìtolo perpetuo. 

Volendo invece applicare la predetta formola generica anche al caso del Ti- 
tolo perpetuo (a prescindere beninteso dalla ipotesi del rimborso alla pari , non 
potendosi per questo determinare alcuna positiva scadenza), è chiaro che, esclusa 
cosi ogni idea di rimborso, dovrò in essa pure sostituire ad a, , o ; e la formola 
dovrà poi modificarsi, cambiando X,_, in X„ , in conseguenza all'essere per sif. 
fatto Titolo indefinito il termine della estinzione, onde non v'è fra un periodo e 
l'altro possibilità di assegnare, a intervallo uguale, una difTerenza nel valore del 
Titolo, come invece vi è, per la diversa distanza da quel termine, nei Tìtoli am- 
mortizzabili. Si partirà insomma dalla consi<^razÌone che, staccato il frutto e ri- 
manendo costante l'interesse, il valore del Titolo perpetuo resta al principio di 
qualunque sia periodo immutabilmente il medesimo. 

L' equazione generica pertanto diventerà 
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onde 

oX = X + (l+p)r"c . (o-l)X = (l+p)r"(ì 

e flaalmente 

X = c(l+p)- = c(l+p) — -^ 

cbe nel cago Ai t e p-0 diventa 

X = cC 
r 

furmula ordinaria e notissima dei Titoli in parola, come al g 6 del Saggio. 

GAP. 1. 

Riprova aritmstioa. 

i miglior conferma della esaltesia della formola generìoa ricerchisi qui ad 
esempio cbe valore dovrebbe avere il n," consolidato S % per reodere un 2 "/« pie- 
namente netto al semestre, nel supposto (beninteso astratto , opponendovìsi per 
ora la citata legge 13 aprile 1874) cbe fosse pur soggetto alla tassa di circola- 
liooe, e cateoUto il diritto di provvigione in ragione di Vi Vt- Avremo animando 
la testé ritrovata foraola con la sostituxione alle lettere dei valori corrispondenti; 
e operando por un ca^Htal nominale di un milione : 



0,02 + 0,0006.1,0025.1,01 ' 
Diieoendo il denominatore 

0,02 + 0,0006.1 ,0US2S = 0,02 -h 0,000601SIS 
avrò coi log. 

log. 0,0211 = 8,3364391338 
- log. 0,020607SI!C = - 8,3U03S61SO 



0,0224341188 = log. 1,0530139 
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clm moltiplicato per ijn milione sarà 
lì ag({iunlovi il 4" % ài provvigione in 

darà per valore del Titolo di un milione 
ii'inteDfle a principio di semestre. 

Aggiunti infatti a 1,053,616,43 

tasso del 2 Vo cioè 21,11?. 93 



1,053.013,90 
2,632.53 

1,055,646,43 
frutti allo (Stabilito 



Aggiuntovi 



1,016,759,36 valore cITettivo alla fine del semestre 
1,055,616,43 valore effettivo al principio del semestre 

che dimezzata darà 



sì à la somma 2,132,405,19 

la media in 1,066,?0'J,90 K il 0, 6Vgo su questo valore porterà 
per tasso di circolazione 639,72 che tolto dal frutto depurato della sola 

ricchezza mobile in 31.700,00 



ilarà il frutto Detto 
4» % in 



2I',060,28 su cui cadrà In provvigione del 
52,65 



onde un carico netto di 21,112,93 precisamente come sopra si è visto. 

CAP. 8. 

Titoli ammortizzabili in genere. 

Ciò detto pel Titolo perpetuo; quanto è ai Titoli ammortizzabilì, volendo ren- 
dere dì U.S0 immediato per tutti i perioiii la ripetuta furmola generica , converrà 
svilupparla, sostituendo man mano al valore da determinarsi Xu_, ì valori con- 
creti di Xg , X, , Xj , ... X„_i ottenuti succesfivamente. Si avrà quindi 

^ _ 0+(l+p)(a.ir"c) _^,^p^fl,+)-"c, 

^ ^ Xt+(H-p)(a,+r"c,) ^ / a,+r"c, ^ o ,+r"c, \ 
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E analogamente 

Ora cosa rappresenta questa espressione se non lo sconto composto, a un in- 
teresse f, di tutte le somme che si pat-nno su nn Titolo proYvigionato, esente ila 
tassa di circolaKiuiie e soggetto ad ammortizzazione per un capitale predetermi- 
nato, di qualunque forma essa sia purché non cada in epoche diverse dagl'inte- 
ressi? E siccome da sifTatto sconto si ottenne già al § 48 del Sa^'gio la formola 
universale dei principali Tìtoli a seconda della elTetliTa loro costitusione (tenuto 
pur conto, per una piii generica applicazione, della possibilità che per ogni unità 
del capital nominale si corrisponda una quantità P di premio e clie le ammortii- 
zaiioni si soddisfino con un aggio A sul Titolo rimborsato ed annesso cupon). si 
afra che la formola stessa potrà valere anche per Titoli soggetti a tassa di cir- 
colazione, con la sola variazione dell'interesse di sconto. Il valore cioè di un qua- 
lunque Titolo della specie, dal capital nominale e, per rappresentare un determi- 
nato interesse semestrale r' netto di tassa di circolazione e dritto di provvigione, 
sarà uguale al valore di un Titola congenere dal capital nominale c,(l-t-p), esente 
dall'una e dall'altra, e il cui sconto si operi a un altro interesse maggiore 

P = r+t{l+p)(l+0 = r' + ((i + + ip+'-f^. 

merale di ogni Titolo, ammortizzabile o p 
meno a tassa di circolazione sarà 

e- = Cd + p) j - + q' (p -1- Ad + r" -1- P) + 1 - -) } 



E cosi la formola generale di ogni Titolo , ammortizzabile o perpetuo , prov- 
>igioDato no, soggetto o meno a tassa di circolazione sarà 



ricchezza mobile, t". e q' rappresenterà la quota unitaria delle ammortizzazioni per 
ogni sorta di Titoli, pure in funzione di f, così com'è fornita dal ripetuto Saggio; 
e la formola funzionerà anche nei casi in cui per un dato Titolo mancasse alcuno 
degli elementi in essa enunciati, bastando introdurvi in luogo dello elemento man- 
cante uno 0. 

Lo stesso risultato di equivalenza sarebbesi del resto ottenuto anche con un 
analisi diretta per ogni singolo Titolo : e sarei qui tentato di riportare i conteggi 
relativi, che per taluni avvedimenti di calcolo potrebbero riuscire interessanti, ma 
me ne trattiene il timore di annoiare soverchiamente i lettori. 
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Titoli ad ammortizzazione differita o alternata. 

Ha deesi pur prevedere il caso in cui il Titolo, o ritìtrdì il principio delta sua 
ainmortiiiasione, o, ciò che per il calcolo tornerà lo stesso, aUerni nel suo corso 
forme di atntnortizEHeioni drfTerenti, pur mantenendo inalterato il valsente de' suoi 
frutti r"c e la sua natura di Titolo prowigionato. Non si à allora che a conside- 
rare prima il Titolo nel suo ultimo stadio, e trovarne col metodo suesposto il va- 
lore al suo principio, che per brevità si esprimerà con l'equazione c' = c(l-f-p)p. 
Quindi riportare questo valore al principio dello stadio di ammortiiEasione prece- 
dente (che nel caso di Titolo differito vestirà la forma del Titolo a scadensa , di 
che ai SS 7 e 8 del Saggio), oiò che si otterrà prendendo come capital nominale 
rimhorsabile il valore già ottenuto c^, e ponendo in relaiione a questo il firnttato, 
facendo cioè 

r"c = r"'rB ; onde r'" = -g- . 



La equaiione del valor complessivo del Titolo, compreso questo nuovo periodo, di 
cui chiamerò q" lo sconto unitario dalle ammortiszaiioni, sarà cosi (trascurati per 
semplificazione i casi de' premi e degli aggi) 

c-=c?(i+p))|^V(i-0,"j,c(n-p)j'^ + (p -'-'), ■■( = c(n.p)r 

E ugualmente si opererà ove occorra di calcolare un altro stadio precedente ; 
e cosi sempre di seguito per tutti gli stadii che intercedano lino al giorno al quale 
si vorrà il valore del Titolo 

c"' = c(l+p)j^+(Tf~Q7"'} = c(1+p)« 

&' = c{\ +p) ]- +{5-— )9i''[ = c(l+i))e etc. 
( p \ e/ • 

GAP, 10. 

Correzione della formolo dell' interesse netto p. 

Nello accingerci a questi calcoli abbiamo però trascurato una obietione che 
ci poteva esser fatta; ed è la seguente. 

Supposto che il Titolo sia, come suol dirsi, classato, sia cioè uscito dalle mani 
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de^li assuntori della sua emissione, incaricati per solito del suo s&rviiio mediante 
provvigione, per disseminarsi in quelle dei privati cercatori d'impiego o specula- 
tori, è certo che quello clie determìnerìt 11 suo valore sulla piazza non b giit l'onere 
di' esso apporta a) debitore, o eh' è lo stesso, l'interesse che arreca ai detti as- 
Guntori , bensi quello che ne fruisce la maggioranza ilei creditori. Ciò anzi potrà 
sostenersi che si Terifichi in genere sempre, giacché, auchR per classarsi, un Ti- 
tolo à pur bisogno di commisurarsi agl'interessi ed esigenze degli acquirenti. Ora 
sta bene che si possa sempre stabilire il valore in parola, a una data epoca, in 
base alla cifra dell' onere sopradetto ; ma non è mea vero che essendo, la porzione 
di quest'onere che corrisponde alla provvigione, indifTerente pel portatore ordi- 
nario, a quel valore corrisponderi altra cifra che rappresenterà puramente il cor- 
relative interesse netto del ereditore, ed è su questa e -non sulla prima che si 
dovrebbero poi commisurare i valori del Titolo in tutti gli istanti successivi, e cosi 
anche alla fine del periodo al quale si riferisce il valore ricercato , e in seguito 
sempre fino alla estinzione, ricacendone cosi variate le cifre dei dritti di circola- 
zione e conseguentemente anche della provvigione , e perciò di riverbero quella 
stessa del valore che si ricerca. 

Dovrebbesi quindi , per risolvere il problema con tutta la desiderabile esat- 
tHia trovare un valore del Titolo, basato bensì sull'onere, ma nel quale gl'im- 
porti semestrali della tassa di circolazione e quindi della provvigione si commisu- 
rassero a valori successivi del Titolo basati sullo interesse ; problema che non dico 
insolubile, ma che mi si presenta complicatissimo. 

Ha vedasi piuttosto, se da tale diversa maniera di calcolo deriverebbero poi 
all'atto pratico e in via ordinaria differenze appreizabili ; e consideriamo perciò 
(con un procedimento analogo a quella tenuto nel Saggio, § 33 e seg. , per tro- 
vare il valore al netto di Titoli estinguibili per acquisti al corso) quelle che si 
presenteranno nei due casi più dissimili, del Titolo ammortiziabile a un semestre 
e dei Titolo perpetuo. 

C.\P. 11. 

Formola oorretta dell'interesse netto f. 

Cominciando dal Titolo ammortiziabile a un semestre ; per quanto è detto ai . 
Capitoli 4 e K, avremo: 

Somma che lo Stato dee pagare al netto al fine del semestre , scontata ul 
principio, all'interesso netUssimo r' 

Valore in fine del aemestre in riguardo del solo portatore , e cioè a pre- 
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scindere dat dritto di provvigione 

f , + y, e, 

Tassa di circolazione 

tr, + e, + y, e, 
2 

l''rutti, ni netto da questa tassa 





„, ,,., .o'.+c, +!/,i!, 










l/l Ci r e, ( g 


Da cui 










iy.'. 


= 2i "c, - Ix, - (e, - ly^c, (2 + Os.Ci 


= (2r- 


-0«< 


-/aj, 




»,«, 2^., 





Inlroilotlo questo valore nella equazione <li X, si aTrà 

1 (2'-"-' )c, -a, 
' 2 + 1 

s'(S + l)i«i =(1 +P)(i! + ")<!i + (l +P)(ìr"-Oei - (1 +P)toi 
; i'(i + + (1 + p)( i 30, = I 2(1 + II) + ICl + p) + 2f"(l + P) - 1(1 + p) 1 e, 

^.-<'^^''.2i^J^,=<'-«\-:^g^-''^'''^.-7r^ 



,,,?ii^-''''-''7;;(^, 



con una differenza nell'interesse, ^'^+^ ■" meno di quello che si trovò al 

Gap, 6 col calcolo generale. 

Nel caso del Titolo perpetuo avremo invece, richiamandoci al Gap. 6. : 
Valore in principio di semestre per dare un carico netto r' : 

Valore in fine, nei riguardi del solo portatore, cioè con l'aggiunta al valore in prin- 
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cipio, del frutto netto, senta proTTigione : 

X + yc 
Tassa di circolnsione 

X + X + ye _ 2X + «e 

Frutti, al netto di questa tassa 

,, , 2X + yc 
ye = T"c-t — g-i-. 

Da cui 

tyc = 2r"c - 2/M - fyc (2 + () yc = 2r"c - Vco 

2r"c - 2/ic 

Introdotto questo valore nell'equasione dì X, si Hfrà 



2 + 1 



_ 8r"c(l+p) _ r"c(l + p) 

-2r' + .<,- + 2 + 2rt ,, (,+'_) + „ 

eoo una dilTereDEa d' interesse , di -^ in meno su quello che si trovò al citato 

Cap. 6. 

É evidente dunque che nel caso .tanto del Titolo a un periodo quanto del Ti- 
tolo perpetuo sarebhe inesatto adottare un interesse di corrispondenza , 

come fu trovato in princìpio, in luogo dei piCt giusti trovati ora di 

'' + '(' +t)+I ° ■■■ + i(i + j) + ip- 

É chiaro del pari che passando il Titolo da perpetuo ad aointortizsabile, questo 
intcresie di corrispondenta dovrà gradatamente diminuire Uno a raggiunger quello 

VOL, «VI. 19 
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per il Titolo a un periodo ; e senza ricorrere ad una rigorosa dimostrazione ba- 
sterà osservare che ammettendo il contrario, sia cbe l'interesse di corrispondenza 
rimanesse stazionario, sia che aumentasse in luogo di diminuire, si avrebbe quando 
siamo al passaggio, dal Titolo a 2 periodi al Titolo a un periodo, un salto che 
nessuna ragione potrebbe giustificare. 

Ha per evitare di dover ricorrere, nel calcolare r Titoli ammortizzabili a piij 
di un periodo , ad una media immaginaria , si ossirva che nei casi ordinarli (e 
tanto più nell'applicazione che dovremo fare a un Titolo ammortiizabile in quasi 
100 anni) si potrà senza tema d'inesattezza adottare costantemente l'interesse di 
Gorrispondeuza del Titolo perpetuo , come quello che applicato anche al Titolo a 
t periodo non potrebbe portare che difTerenze impercettibili. Posta infatti una 

tassa dì 6 cent, e una provvigione del 4°.% sem. , il di pììi, % p , che sì verrebbe 

nello interesse di corrispondenza ad attribuire al Titolo a 1 periodo , e che sa- 
rebbe il maggiore possibile , non porterebbe che una differenza al di sopra del 
vero di 0,0003.0,0025, ossia di 0,00000015, dico settediecimilioncsimi a '/t . dif- 
ferenza a mala pena sensibile allo stromento logaritmico, e che anche col calcolo 
aritmetico non produrrebbe se non dei residui insignificanti e alTatto trascurabili. 
In simili condizioni faremo dunque sempre 



p = r' + ((n-p + ^). 



Dati di fatto relativi alle obbligazioni ferroviarie. 

Teniamo finalmente nd applicare le trovate formolo alle Obbligazioni ferroviarie 
da ultimo emesse, che si sa essere del ciipital nominale di L. 500 al 3%, ga- 
rantite dallo Stato, fruttifere semestralmente d»l 1° luglio 1S87 c<m ritenuta di 
ricchezza mobile e tassa di circolazione, e ammortizzabili in 90 annuita, la prima 
delle quali al l" luglio 1896, e sui di cui pagamenti, affidati alte singole Società 
ferroviarie, si passa a queste del governo provvigione del 4°.Vo> 

Cominciando dall'indagare la convenienza dell'emissione nei riguardi di que- 
st'ultimo, che giusta quanto dicemmo al bel principio di questo lavoro ridueesi 
ad un confronta con una corrispondente di rendita perpetua; perchè un calcolo in 
proposito si potesse fare con rigorosa esattezza, converrebbe veramente conoscere 
anche l'importo dì tutte quante le spese che entrambe le emissioni, rendita per- 
petua e obbligazioni rimborsabili (dedotti, per quest'ultime, eventuali dritti di par- 
tecipazione), arrecherebbero allo stato, omle avere cosi, precisi i due termini di 
confronto, capitale netto ricavato e reddito netto vincolato, per ogni singola emis- 
sione. Ha poiché non credo cbe di sitTatto estremo vengano , come pur sarebbe 
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utile, pubblicate le risoltanze, ci converrik supporrò simili spese identiche in en- 
trambi i sistemi, benché per le dirette alienazioni di rendita ai corsi della gior- 
nata (alle quali infatti onde procurarsi i fondi per le ferrovie ebbe prima ricorso 
il governo] le spese stesse devano evidentemente essere stato molto minori. 

Va ugual supposizione dOTremo pur fare per quanto riguarda il diritto di prov* 
?igio&e sui pagamenti destinati al servizio di entrambi i Titoli, benché, per la ren- 
dita, provvigione abLiia luogo, né so in qual misura, solamente sulla parte che è 
collocata all'estero; si fingerà cioè, cosa forse lontana del vero, che la maggiore 
spesa per provvigione alle società possa equipararsi a quella che senza di esse 
Io stato dovrebbe sostenere per un più largo impianto de' suoi ufBcii. 

Su queste basi vediamo qual carico netto rappresentava il consolidato S % 
allorquando, per ottenere la somma di 226, 234, 258. 10 di cui al R D. 3 giu- 
gno 1881 N.° 4514 (e altri 100. 8S0, 000 occorsero, in appresso, come dalla legge 
del 24 luglio success. N.* 4771) il governo si assicurò presso un Consorzio d'Istituti 
il collocamento delle obbligazioni ferroviarie a 307, 50, piir 500 di cui si professò 
debitore; il qual Consorzio subito aperse una sottoscrizione che figurò coperta a 316, 
pagabili, ?5 alla sottoscrizione che fu il 16 giugno, 50 al riparto, e le altre 241 
■A tutto il 30 novembre con gl'interessi al 4% annuo. Dal Bollettino delle Finanze, 
Industria e Commercio del 29 mag>{io desumo cho l'accordo per quel collocamento 
avtennc il 24 di quel mese, alla qual'epoca il Listino segnava la nostra rendita 99.50 ; 
e a Parigi per il cambio (in onta a 1' abolito corso fomoso , tornato ad elevarsi) 
38, 70, che sarà il corso applicabile trattandosi di titoli pagabili anche all'estero 
in numerario; e darebbe, toltone il prorata del cupon di 4 mesi e V»> una valuta 
al 1.° luglio succ. di 97, equivalente a un carico netto, semestrale sempre, e com- 

2 175125 
presa la provvigione, di --- r - — ossia del 2, 24, 27, 06, 2 Vo- 
la relazione poi al portatore la rendita a 97 equivarrà a un reddito netto di 
-^ossia del 2, 23, 71, 13, 4. 



Poeizione dei Problema. 

Nella impossibilità in cui siamo di trovare con breve e preciso calcolo il carico o 
il reddito netti, e conseguenti corsi della rendita, corrispondenti ai prezzi di emis- 
sione suaccennati di 307, 50 o di 31G (impossibilità già veduta al § 8 del Saggio, e 
alla quale mi riservo sempre, come promisi e se ne avrò agio, di mostrare con ap- 
posita memoria il metodo di supplire in via approssimativa), il calcolo dovrebbe in- 
vece consistere a trovare con due distinte operazioni il valore che avrebbe dovuto 
assegnarsi alle Obbligazioni ferroviarie, per rappresentare il carico o il reddito netti 
testò veduti in relazione a un corso della rendita di 97 , e ciò trovando innanzi 
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tulio sulla formola del Gap. 11. gl'interessi di corrispondenza di quei due interessi 
netti, e in base a quelli applicanclo, prima la Tormola del Cap. 8 e poscia, trat- 
tandosi di Titolo dilTerito, quella pure del Cap. 9. 

Ma per semplificare le operazioni procederemo invece in senso inverso , nel 
supposto cioè di un interesse di corrispondenza comune, che per una certa indu- 
zione e utilizzando per le formole di q' i dati di Tavole già costrutte o da co- 
strursi per interessi procedenti di 25 in 25 Cent., fingeremo del 2,25% al se- 
mestre e al quale vedremo ora quali distinti interessi netti, sia attivo sìa passivo, 
equivalgano. 

CAP. 14. 
Interesse unìoo di corrispondenza per ìl carico e il reddito. 
Già vedemmo 

_ 2r' + (lS{l+p)+r' t _ 2r' + 2)(l +v)-\-tr' _ (2 + 0r' + 2f(l +p ) 
P 2 2 2 ' 

Di qui 

2p-2f(i + p)=(2 + ()r' 
e finalmente : 

'"* 1 + 1 

che darà il carico netto dello stato in relazione a un interesse di corrispondenza, 
p : e si convertirà in 

2 + 1 

quando P sia zero, esprimendo in questo caso sempre il reddito netto del porta- 
tore, pel quale è chiaro clie non entra mai in calcolo l'elemento della provvigione. 
Posti al luogo delle lettere i loro valori in concreto, avremo nel 1." caso 



0006 2.0O06 3,0006 

E coi log. 

8,6tU4U 
-0,3011603 



8,3i028il=log. 0,021891931. 
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Nel 2.0 caso avremo invece 



E coi lo^. 



0,0225 - 0.0006 _ 0.0219 Q,043 8 
2.000$ 2,00l)6"2,00Ò6' 



8,6414741 
-0,3011603 



8,3403138 = log. 0,0S1893429. 

Ciò vorrà dire che il valore della obbligaiione ferroviaria che troveremo in 
rapporto al carico sulla base d'un interesse di corrispondenza del 2,2S %, equi- 
varrà a un carico netto efTetttvo del 2,18,91,93,4, (quasi con la deduzione del % 
della tassa di circolazione); e quello che troveremo in rapporto al reddito ugual- 
mente operando equivarrà a un reddito netto elettivo del 2,18,93,43,9. 

Come si vede, frai 2 interessi, attivo e passivo, vi sarà poca ditTerenza, e la 
dilTereata maggiore consisterà quindi, pel valore del Titolo in rapporto al carico, 
nel doversi moltiplicare il capital nominale per 1+p. E sarebbe pure un buon 
esercizio di logica trovare il perchè di quella piccola diiTerenza, per la quale in 
conclusione un capitale non proTvigionalo, 1 +Pi scontato a un dato interesse di 
corrispondenza , verrebbe a rappresentare un interesse netto maggiore , dì quel 
che un capitale provvigionato 1 , scontato allo stesso interesse sopradelto; ma a 
risparmio di tempo e a non deviare dallo scopo, lascerò anche questa ricerca a 
chi se ne vorrà dilettare. 



Applioazione delle forinole alte obbligazioni ferroviarie. 

Ed ora veniamo finalmente all'applicazione alle obbligazioni ferroviarie delle . 
formolo generali dei Gap. 8 o 9 ; la 1* delle quali, che ne darà il valore al 1* lu- 
glio 1895, diventerà, riducendo P ed A a zero, prendendo q' dal S 52 del Saggio 
e chiamato n il numero degli anni anziché dei semestri 



e la 2*, cbe darà il valore al 1" luglio 1881 , ossia 8 aoDi innansi , potrà , fatto 
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q" = c~**' (oTe n' saranno gli anni di dilTerìmento), rapprosentarai per 



c" = CI+P)c|'^ + (P-y>-}. 



1 p \ fj 

Cominciamo a trovare il valore di ^ clie è : 






Essendo noto cbe il frutto semestrale di una rendita annua 3 Va i b1 netto della 
sola ricchezza mobile del 13,20% s»' frutto lordo, è per ogni lira, 0,01302, il 
suo valor capitale in relazione a un interesse del 2,35 Vó sarà 





r" 0,01302 

f u.om 


Cile coi log. darit: 






I8,1I4C<I0 




-8,35218ì! 




9,162(285 = 108. 0,578666661 


Si avr& quindi l'equaiione 




M 


= 0,51866661+0,42133333 5' 


Ed ora, al valore di tt 




0,03 
, 1-1,03-» 


0,0225 0.03 


' - 0,0225 
1 - I,02à5-»» 


0,0225.2,0223 - 0,03 0,0225.2,0225 - 0,03 



La 1' frazione rappresenta il rapporto fra l'annuita all'interesse nominale e la se- 
mestralità all'interesse di corrispondenza. Ora dalla Tav. 8* di Pcrcire apprendo 
il valore dell'annuita 3 Va per 90 anni, che sarà 0,0322jSS6. E il suo logarit- 
mo 8,50860456. 

Per avere il valore della periodità 2,25Va per 180 semestri, che manca allo 
Tavole, opero come segue : 
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bg. ),0!tS =0,0096633 
180 

7130610 
96633 

log. I.OajS'" = l,73939iO 
IO 

log.l,0J!5-'»= 8,2606060= log. 0,018222*18 

0,981111582. Suo log. 9,9920131352 
' log. 0.022S = 18,3524825 



8,3601693648 
che sottraggo dal log. dell'annuita 3V« 8,50860456 



0,li8i351952. 
Proseguo le operazioni fino alla totale risoluzione delle equazioni di 9' e di ^ 
2.0225 
0,0225 

101125 
40150 
t04SO 

0,OiS5O62S 
-0,03 



0,01550625. Suo log. 8,1905068 8,1905068 

log.O,022S 8,3521825 lag. 0,03 8,4711213 



0,1616157 0,2866U5 = log. I,93i70t 

0,1(81351952 



0,3101 108952 = log. 2,0122591 
-1,931101 



0,1075554. Suolog. 9,031632216 
log. 0,42133333 9,6216258299 
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= log. 0,04831661 
0,S7866667 



0,6239833i 
- 0,51866661 



0,04531661 



Ed eccoci Unnlmente all'ultin).! equasiane, ove pure sostituireiDO alle lettere 
i loro valori 

c" = (l +P) 50O (0,51866661 + 0,04531661.1,0825-") 



log. 1,0225 




0,0096033 
16 






519198 








96633 






0,1546128 








IO 




log. 1,0225-" 


= 


9,8453812 




log. 0,01531661 


— 


8,656258032 






8,501645232 = 


108.0,031142198 








0,57866661 



0,610409468. SOO = 305 , 20 , iì , 34. 
Airemo dunque 

c" = (I -1- p) 305 , 20 , 41 , 34. 

Se in questa equiizione noi sostituiremo a p, 0,0035, avremo 30S,96,77,46, 
valore della obbligazione ferroviaria per rappresentare allo Stato un carico netto 
del 3,48,91,93,4: se vi sostituiremo zero, avremo 30S, 20, 41, 34, valore della 
stessa obbligazione per rappresentare al portatore un interesse netto del 2, 18, 
93, 42, 9. 

In conclusione pertanto : se il Governo avesse rilasciato la obbligazione a 
305,97 si sarebbe sobbarcato a un onere nelto, tutto compreso, del ?, 19 e. Vg, 
mentre alienando consolidato a 97, si sarebbe sottoposto, come vedemmo, ad uno 
del 2, 24. Ha egli la rilasciò a 307,50; compi dunque una operazione ancora più 
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vantaggiosa. Rimangono però sempre intatte le riserve già espresse circa le spese , 
le proTTigioni ; cui devono aggiungersi quelle circa le conseguenie economiclie 
derÌTate dall' essersi dovuto fare assegnamento sul concorso del massimo Istituto 
di credito e cosi intaccare le risorse della circolazione. Quelli che potranno con- 
tare su un guadagno piccolo ma sicuro saranno al solito gli interaiediarii. 

Quanto ai pubblico , s' egli avesse acquistato la obbligazione rerraviarìa a 
3QS, 20, avrebbe fatto un impiego del 2, 19 e. netto %; avendolo invece acqui- 
stato a 316, avrà fatto un impiego molto minore, che da altri calcoli all'uopo isti- 
tuiti rai risulta al disotto anche del 2, Il die corrisponderebbe al corso della ren- 
dita alia pari ; e ciò quando questa ne distava ben di 3 punti, e acquistandola, il 
portatore avrebbe fruito di un interesse di quasi il 2, 2i %. 

CAP. 16. 
Obiezioni in appoggio al maggior valore dell'obbligazione ferroviaria. 

Ha a spiegare la maggiore appetibilità della obbligazione ferroviaria in con- 
fronto della rendita abbiamo sentito mettere in conto la forma del Titolo che con 
la tenuità dell'interesse nominale e la prospettiva di un lauto rimborso alletta ve- 
ramente i capitah del risparmio- A ciò per altro può osservarsi che eranvi pure 
sul mercato altre consimili obbligazioni 3 % , similmente garantite dal governo e 
già in corso di ammortizzazione, le Vittorio Emanuele p. e. e le Livornesi, esenti 
le prime da tassa di circolazione, ed estinguibili, le une col 1° ottobre 1961 ossia 
Tra Ti anni, le altre col i" gennaio I81S, ossia fra soli 68, le quali , come dagli 
opportuni calcoli (che risparmio al lettore), avrebbero, per equivalere alla rendita 
al pari, potuto acquistarsi per 332, 8l e 331, 29 , mentre invece si quotavano a 
326 e 329 ; e che aggiunte quindi alle altre, pur favorevolmente quotate, e diret- 
tamente indirettamente garantite dallo Stato, Romane, Centrali, Pistoiesi, Meri- 
dionali, Sarde, Pontcbbane etc. avrebbero, se non in tutto, in gran parte, potuto 
sopperire alle esigenze dei vogliosi di simile impiego. 

E sìlTatta osservazione può rispondere anche a coloro che cercassero la spie- 
gallone della cosa nel corso elevato del consolidato 3% il quale al tasso medio 
attuale, che depurato del prorata frutti aggirasi intorno al 65,10, renderelibe, non 
il 2,2i, come il KVo ^ 91i bensì il 2 solamente; del che a sua volta trovereb- 
bero ragione nella preferibilità del 3 % P^r i^on essere, né ora né chi sa ancora 
TiQ quando, soggetto all' alea della conversione. Ma visti appunto i bassi corsi degli 
altri Tìtoli SVo, essi pure non passibili <li conversione, mi parrebbe più ragio- 
nevole ritenere che non dalla sua intrìnseca appetibilità, siano determinati gli alti 
corsi di questo Consolidato, bensì dalla esìgua sua quantità, in buona parte anche 
ioiDiobilìzzata ; il che lo rende sensibilissimo alle richieste che su di esso è natu- 
rale si volgano sia da parte del risparmio sìa degli accaparratori, ma per ciò stesso 
non lo rende troppo atto a considerarlo come Titolo regolatore àel mercato. 
VOI.. XXVI. 20 
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CAP. 41. 

Conoluaione. 

Ha per non divagare più oltre in consideraiionì al campo scientifico troppo 
estranee, e volendo pur concludere, mi basti di Tar rilevare ancora una volta la 
utilità della matematica anche nelle sue applicazioni alla pubblica e privata ilnanea, 
essendosi con essa risolto in modo abbastanea semplice un problema in apparenza 
insolubile , quale presentavasi quello del valore elTettivo di un Titolo soggetto a 
imposta non solo sui frutti , ma anche sul valore elTettivo medesimo ; e faltone 
concludente saggio sopra un' importante operazione dnanziaria. 

Hi auguro che l'agio non mi manchi per dame in seguito più ampie dimo- 
strazioni , e adempiere insieme le promesse fatte nella chiusa del lavoro prece- 
dente ; a cbe mi trovo pure animato dai favorevoli giudisi avutine da persone com- 
petentissime. E termino intanto ringraziando i lettori dell' attentione prestatami , 
e assicurando loro anche maggior gratitudine se vorranno assistermi dei loro lumi 
e onorarmi altresì delle loro assennate oRservneioni e censure. 
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ALCUXE OSSERVAZIONI 

SOPRA LE FUNZIOrfl SFERICHR! DI ORDINE SUPERIORE AL SECONDO 
E SOPR.V ALTRE FUNZIONI CUE SE NE POSSONO DEDURRE 

K O T A 



GIULIO GIULIANI. 



I. Dallo sviluppo della funzione (1 -Soos + a*) ■ in serie ordinata per I 
teme crescenti di a. si ottengono le funzioni sferiche Xh(p,x) di ordine p, 
per p = 3 si riducono alle ordinarie funzioni sferiche provenienti dallo svil 

di (1 - 2 ax + a*)"»'. Alle proprietà già note delle funzioni X,{p,a5), conte 
nelle memorie dei signori Cayley. Clebsch, Heine, BehlereTone 
ne aggiungeremo qualche altra che forse potrà sembrare non del tutto ] 
d' interesse. 

Abbiamo intanto (HeJne-Hand. d. Kugelfunclionen, voi. I, p. 453). 

(1) X.(p,..)^ i:(p-H»-2 ^ 



2"- 



— — ■--■ ■ / (aj + cosip vaj*~l)' sen''^? ct<p 



e ila questa ne risulta, come ora dimostreremo, che X.(p ,x), per x = cos( 
0<;S<Tt di»iene inflaita dell'ordine -^ — e per 9 = 0=ii dell'ordine p-2, 
serviamo prima di tutto che 
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essendo F{p,n- I) una funeionc di n che k finita al crescere di n per p finito 
e che ha per limite per ii = oola fattoriale Fc(p) del Weierstrass. 

Abbiamo poi, limitandoci a considerare il caso di p pari, che l'integrale 

/ (w + eoa 9 VjÉ*- 1)" sen*^' 9 d? 

sì riduce alla somina di un numero Qnito d'integrali, dei quali uno è 

/ (ac + CO89 y/x* — !)■ d? 

e gli altri Bono della forma 

/ (aj + COBI? Vx*- 1)" cosm? d?. 

Tutti però possono ridursi (Heine Hb. cit. pag. 118 e seguenli) all'espres- 
sione — =.(l+d) con e indipendente da n e d infinitesimo del primo ordine al 
crescere indefinito di n. Avremo quindi, tesendo conto anche delle (1) e (2), 



■^O-J 



con G finito anche per n = ao e D infinitesimo del primo ordine per n = oo . 

Per p=2 si ha una nota proprietà delle funiioni sferiche ordinarie. Se a!=1, 
dalle (1) e (2) si deduce subito che X„{p,1) diviene infinita dell'ordine p — 2. 

2. Poiché la X„(p,3!;) soddisfa alla (Tonelli. Ueber die PotenlicUfanclion m 
einem mehrfach aìisgedeknlen Raume. Ttack. von der Gesellescho/len zu Qùl- 
tingen 181S) 

so ne deduce che non pnò esser nulla per a; = ± 1 , nò aver radici multiple l'equa- 
zione X„(p,a;)=0. Di piil dalle due (Heine lib. di. pag. 453) 



d=, Google 



)( t57 )( 
essendo P,4.,(a;) la ordinaria funzione sferica di prima specie del grado n + s, si 
ha che )e radici della X^(ìa + t,x)=0 sono tutte reali e comprese tra — 1 e 
+ 1, e quelle di X,(2« + l ,2;) sono pure tutte reali e comprese tra 

2 (n + 8) 2 C» + 8) ' 

qaando si considerino i soli valori di 6 compresi tra -n e -f ic. 

3. Dimostrerò ora che, mentre una funzione f(x) della Tariabile reale x può 
sotto certe coadizioni pochissimo restrittive (Di ni. Sopra le «erte di /'unzioni s^e- 
riche. innati di MatemcUiea, serie II, tomo VI, e. Serte di Fourier e altre rap- 
presenfoztoni anatiliche delle funzioni di variaòile reale; pag. 217 e seguenti) 

srilupparsi Dell'interTallo (—1,1) in serie della forma £A-X.(2,a!) con 
invece la serie £ B.X,(p ,0;) con 



t-i-p-l)it(n) f 
'*ii(» + p-2) ] _, 



= 'y-""°' / rwx.(p,.)ci-.-)'?'dx 



non ba per somma un numero finito se p>Z. Ricordo, per giustificare la forma 
dei coefficienti B„ (cfr. Dini Ito. ci(. pag. t3i) che, come si hanno per p = 2 te 
roTinole 



r X,(2,aì)X«(2,a:)dx = m 

/;^(x.(2.x)y(te=5^. 



cosi abbiamo per p > 2 (Heine. I>te specielien Laméschen Funclionen ersler Art 
von b«Iieòi{rer Ordnung. Journal f&r die Malli, voi. 63) 



1 X,(p,iB)X,(p,x)(J -a;»)» da! = m^n 
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Ricordo ancora che 

11(71 + p- 2) 



(p , C08 6) X, (p . cos »') = —^ — r— / X, (p , cosy) sen»"-»? df 

8'-'vfi-.(»)K(^tì)j^ 



essendo 

cosf sCOsQcosC-fsentsenO'cosf , 

e cbe (Tonelli, mem. cil.) , 



£ B.x,(p , xo = I; |?J|=imx.(p,a/)/;_ «x)x.(p,x)(i-x')'f= <te 

e ponendo x = cobì ,x' = coiV, facendo uso delle precedenti e indicando con P 
un numero indipendente da n 

2 B» ^ (P ' ^^ = P S ^^" "•■ P - '^ r rt<^80)8en « dì r"x,(p , cos-f) sen'"»? d<f. 
e 

La soninia dei primi n + I termini di questa serie è data da 

Si riconosce Tacilinente, imitando la dimostrazione data dal prof. D i a i per 
le ordinarie funiioni sferiche (Din!, lift. cit. pag. 219 e segg.) e tenendo conto 
dei risultati^ del n* 1 , che l' espressione precedente diviene infinita per n = oo e 
per p > 2. 

II. 
t. Consideriamo ora le fiinnoni I,{p,a;) definite diUla 
U(P»''') = -/ co8(fl;8ene-n»)oo8'*»9(iB 
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che pttp=t si riducono a quelle di Bessel. Abbiamo 

I|«(P>*) = "/ cos(ffisen9)C08n9C08''"'9d!p + -/ sen(a!sen!p)8enn¥Cos'"*9 d^ 

ora 

/ sen(a;sen(p)8enn9cos''"'?dT=( f +1 ) 8en(iDsen!p)seDTHFcoB'*"*(pd? 

Il secondo dì questi integrali, colla trasrormasioDe f = ic-io, diviene se » 

e p sono pari, eguale '^ ~l t quindi per n e p pari 

1, {p,DC) = - / cos(aj8en9)cosn(pcos'''*<pdip. 
Nello stesso modo bì dimostra che si ha pure per n e p dispari 
I, (p , aj)= - / coB(a;Benf)cusnf coit^'f df 

e finalmente per n dispari e p pari, o n pari e p dispari 

lft(P I !>!)=- j sen(a:senf) senncpcos'^'fdf. 

Supponendo p pari si ha tra e k (Dini, li6. cil. pi^. 11?) 

Ìoos(fl!iten9)cos''-»<p = I,(p, ir) + 21,{p , af) cosZ^ + . . 
Ben(a;senip)cos''~*T = 2I, (p, ai) sen9 + 2I,Cp, a!)8en39 + . . . 
mentre invece si avrebbe per p dispari 

co8(«8enf) coB^~*(p = 21, (p , a;)cos7 + 2I,(p ,2!)co8 3?+ . . . 
sen(aj8enif)co8''"*9 = 2I,(p ,a;) senS? + 2l4(p ,a:)sen4ip +. . . 

Limitandoci a considerare il caso di p pari, giacché nello stesso modo si trat- 
terebbe quello di p dispari, si ottiene per 7 = dalla prima delle (1) 

l=I,<P,iK) + 2I»(p,a!) + . . - , 
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e per «p = ^ 

(2) ^°^ ( " Vt) = Io {P . a:) - 2 1* (P . a?) + • • • 
e facendo nella seconda delle (1) f = x 

Q)* 3en(a;\f-l)r.2I,(p,a;)scn^ + 21,(p.x)aen^+... 

cambiaodo ora nelle (1) <f in ?+- e sommando, dopo aver moUiplicato la se- 
conda per i = ^P~i , 8i ha 

e'*~>f son'*-»? = lo(p,a:) +2 f i" l,(p , x) cosn? 
1 

e da questa 

'« (P . 3;) = ^ — ^ / e*"»»» sen»^*? cosn? d?. 

Aggiungiamo che ì risultati ai quali siamo pervenuti per p pari valgono anche 
se p è unu frazione irriducibile con denominatore disparì, quando si consideri il 
solo valore reale del radicale. 

%. Notiamo ora che all'infuori del eoelliciente 



la funzione n Io(p , ìt) è il lìmite di 

n»-''X»(p,C08^) 

per n=ao, come è dimostrato dall'Heine (fieine lib. eil. pag. 463} partendo 
dall'espressione (1) di 

x.(p,™^). 
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Allo stesso risiiUnto si potrebbe iiiiche penenire , e si avrebbe allora nnt 
^(iluppo in serie della Ia()>.x), partendo dall'espressione di 

!i.(p,cos^) 

sotto forma cii un polinomio espresso per i coseni degli archi multipli di - 

plicando le stesse considerazioni delia mia Nota: Sopra la funzione P„(co8 
n in/ìtit(o. (Giornale di Matematiche, ?ol. XXII). 

3. La funzione I,(p , se) soddisfa a un'equazione differeniiale del quarto i 
(n > 0), come può riconoscersi facilmente da ciò che segue. Integramto per 
si ha 

rgte.«f sen'-» 1? cosn<p dT = — /* e**™? sen*^' f senn» df -^^- ■ 
n }q n 

■ y e'*™ » Sen'^* fi cos <p seti n<p d^. 

Sempre integrando per parti 

r- gto«.ì seQP-1 ^ 8e„„^ ij^ ^ z^ r e'*"*» sea"? cosn<p dv +£-^- 

./* e**""' Ben"*** cosi- cosh-p d? , 

/ * c""^ sex/"' V cos f sen n-fdf=^C e*'"-f aen""»» cosn-p df + ^ 
/o " IO 

• I e** ""T sen""* tp cos* -r cos ne d? /* e*' '°"f seu""»» cos f cos n-p d<p . 

Sostiluendo e riducendo 

(- i)-"iil,{p .si) = -,r e"'"* aen"? cosn? dcp + *^P~/^'° . 
n ;„ n» 

+ Ez! /''c"™T MnP-V cos n<9 d<p - (Hz^l^Z?) /"«e/-™? genP-*- cos»<p coen^dv ■ 
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— : f e""*' sen''~*'pcos*'pcos?npd'T + —(i!/)-3)/ "e**™' aen*"*a>cosfcosii^> tifi- 
ti*; n» /o 

Coir osservare che 

(— i)""i: — '^r~" — = * j fi**™' sen''"»:? cos? cosnf dtp 

(-tr"ic — 7^,— =-/ c**'"'8cn'»-»!pcos*9 costi? dfp 
la precedente diviene 

- "'-y"'' i.(r- 8.0^^ = 0. 

D'altm parte si ha 
<»> ''•'•'^T'''"' = -Mp-i.rr) + l.(,.,=r). 

SicHTando dalla (3) 

,,(p,a,) , ■"•("■■" , ^^ 

e sostituendo questi Talorì nella (2), otteniamo 

a^ d*l.(p- a,a!) , ff ,„_ ,, d'l,(p-3.a;) . /2a!N (p-2)* ,^ (iM,Cp-2 .te) . 

t7 — dS»"~"^u'f^P-'^> di"i ^V t? V — 5^5 — ■* 

.(,p.3)^.lMLr^'.(^--i-,),.(.-8,., = « 
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e ài questa cambiando p - 2 in p sì ba l'equazione dilTercniiale alia quale r' 
dista la(p , x). 

La I„(p.a;) è invece un integrale iti un'equazione dilTurenziale del seco 
ordine che può trovarsi cosi. Dalla 



1 C* 



d.I«(A>_^ = i r e^™? seD"-', cos, dr = rAr- T'^*'"" — ^ d^ = 

(p-l)it\ ^/<, (i)-l)ii/o ^ ^ 

= ,~?. re*^"'?sen''-'»(i<P + — ^.— /''^e*'™»8en''-*¥C0S*« (fcp = 

so d'I,(p .te) 
p- 1 da? ' 



Un altro integrale della (4) può trovarsi ponendo Y, = l,(p , a:)U. Si vede 
lora che V deve soddisfare alia 

im_ /p~\ 2__ dl,(p,a; )\ d|U _ 

(iaj \ a; Io (p , sp) (/ìb / da:* "" 

ossia 

dU] 

P-* ^ __ '^ , l'o <P_ .^) + ^* ^ 

a; Ìo(p.3Cì' da; dU^ 

da; 

e ìnlegraDdo 
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1 Xf-'lt'ip,:! 



Quìodi 



Lo funzioni Io(p,(r) e Tg Bervono ad integrare l'equazione a deriyate parziali 



,5, l^+W^,.. 8V^^^„. 

Ponendo infatti 



B = Vcaot - ^ì)* + . . . + (aip ~ scp')» o f (ce, , x, ■ . . ao,) = ((&) 
sì ha, poiché 

ay _ gy (a?, - a;,')* ar_ R'-(x,-ai. ')* 

che la (5) si trasforma nella 

dB» ^ R dR ^ ' " 

che ammette per integrali particolari 

lo<P.R) . Y„(R). 

4. Lo sviluppo in serie della funzione I„Cp,a;) può aversi facilmente osser- 
vando che, per p pah, 

l,(p,a;)= — — ì* e***"'seD''**ipco8n<pd<F = 

(-*)" /* /, ia: co8<p , \ . 
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E sostituendo a cosnip il suo valore dato dalla 

2 cosnip = (2 eoa 9)" - " (2 00S9)"-» + *-^.i-^ (2 costp)""' - . . . 

dorè il secondo membro termina quando finiscono le potenze positive e 
perchè è applicabile l'iotegmiione per serie, siamo ridotti a calcolare 
della Torma 

1 8en''-*9cos'9d?, 

Questi si hanno dalla formola di riduiione 

(" - . . . cos'"'» sen*""'» m - I / , , « . . 

Isen'' *(PC08'»d(p= — „— ■ + :: /cos' *»sen'' 'y a 

J 8 + P-2 s + p-'i J 

unita alla 

/* -_, ^ 1-3. ..(p-3} 

che vale per p pari e alla 

qaando sia p una frazione (vedi n" I). 

Lo stesso sviluppo potrebbe ancbe ottenersi sostituendo nella serii 

tecosji^ 

Tt(l) " " 

a cos*(p 

ós^ ^ m^ cos (m - 2/1) <f + Win 


55r-, 2j nift cos (m - 2h) 9 
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secondochè in-2n , o m=2)H-l. Gl'ititegrali che dobbiamo calcolare, per essere 



^2" 
sono allora della forma 



I sen''"*9C08i?d(p. 



Questi sono dali dal Kummer nella sua memoria; De integnilibus dffinilis ci 
seriebus inflmlls, (Gfor.iale di Creile voi. 17). 
K. Colla trasformazione f — tc — ta sì ha 



o(p,ir)=- / cos(aj sentii) cos'' *wdu) 



supposto ]) pari o frasionario purché sia soddisfatta la solita condizione del n" I. 
Ponendo poi senu = u, si ha 



2 /■' il* 



Si» ora F{x) una funeiono per la cui derivata si abbia per tutti' i valori di x 
tra e u , 

1 
F'(a)) = |0( + o, cosic + fl, cos2a)+ . . . 



a^ = -j F' (aj) cos iva da;. 



Cambiando ora a; in ux con 0<tt< 1, si avrà ancora nello stesso iatervaSlo» 
gli estremi inclusi , 

j 

F'(uai) = -u, + a, cos «a; + o, cos 2 uos + . . . 



Moltiplicando per -(l-u*)* da, integrando tra e I e osservando che 
alla serie del secondo membro, perchè di Kourier, è uppliosbile l' iotcgrasione 
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termine a termine, si liii 

9 fi fc? t 

- F'Cifir)(l-ti»)* dM=.v"o + o.IoO'.'») + «iI.(p.2a:) J- . . . 

Ora . sotto certe condùionl , è facile determinare una funzione F'<^ 
quale sia 

(6) f{x) = l [] F' («ir) ( I - u»)V d«. 

GeneralizEeremo per questo una forinola dovuta ad Abel (Abel. Re 
d'un problème de màcaniqiie. Oeuvres complèles , voi. I pag. 91). Consi 
l'integrale 

Ponendo ìf = a:, si ha 



y, la precedente divieii< 



e ponendo z = ay, la precedente diviene 

r(^)r(P) 



Moltiplicando per ^^ _ ^y . integrando tra e a; e osservando clie 
trasformazione a = 3cy l'integralo 

otteniamo 

= ^r(«)r(i_f). 
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Moltiplicando ora per a(p(a}da e integrando rispetto ad a 

da cui, ponendo 1 5(a)a;'da= f(ir) e poiché r(?)r(1 -p) = -— |-, 

Questa però non vale qunlunque sia ^, dovendo gl'Integrali esser finiti , ma per 
^ < 1. Sostituendo nel secondo integrale a z, ay esso diviene 

e quindi 

f{ \ - sg°g" r Q^"^^tto /■' r(ay)<iy 

Si moltiplichino ora 1 due membri della (6) per 



e si integri tra e y, si avrà 

/' .tzi-, r .ti-, 

J .(»"-<<!•) ' J , (y'-x') ' 



(t(DC)(i -U») * du = 

(y'-x'y''" 

sen^-s-jt senì-T-Tt 

6- Cerchiamo ora la Bomnm della serie ^l„{p,x)- Abbiamo supponendo p 
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pari o frazionario, purcbè sia soddisfatta la solita condiiione del n* 1 , 

^I„(p,a!)= 2j / co8(a;Ben(p)cos''"*«Cl+cosip+cos2?+...+cosn»)d<p = 

(2n+1 , 
1 sen— ^.^^ 
- - + — _ — _ 1 dtp 
2sen^ / 



- - I,(p,3c) + 7, / coslxsen<p)cos''"*<i> - 



i + l 
sen — -— tp 



^jl,(p ,iij)--5l„(p,a;) + / co3(a:3en2w)cos'^*2w^-^^-i^(ii<». 

Ma (Din!, lib. di. p. 25) 

lini 1 cos(a:aen2w)eos''"*2w^ (iw - -cos(a!seii(+0))cos''"*(+0) = 

ft=»'i> ' sento ■; ^ '^ 

e quindi 

Cosi la serie 
ha per somma, come sì riconosce prendendo il limite della somma dei su< 

TOL. XXVI. 22 
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//w{-5.l.(P.x)+!!to 



e in coaseguenza 



£) in modo che sia 



Si può determinare ff.x) in modo che sia 



prendendo 

quindi si avrJi uno sviluppo in serie per Fix), purché F'{x)-l^{p ,x) sia atto 
all'integrazione definita (n = , 1 , 2 ...) tra ed a. 
7. Prendendo ^«(a!) = Io(p .x)(r", si ha 

dIo(p,iB) _-.. , , , ., d(p_(a?) 

— die— --"^ *^''<'«^+^ -^ 

Sostituendo nella (i) e riducendo 

Facendo p = 2n + 2, la precedente diviene 

) 1 dfJx) f. n*\ , , „ 



da?» "^ "^ 



che è l'equazione dilTerenziale delle funzioni di Bessel. Non ^ però 7,(ir)=lM(2,a;), 
come può dimostrarsi facilmente prendendo per I^Cp , a;) la 



2 /•* •-» 

- / cos (<»u) (1 - tt*) dtt 
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(in questo caso k p = tn + ì) e Irasformando in modo analogo l'espressione 

rTTism) ;fj ««(=«««"?)»»""»■'» 

data da Jacobi (Jacobi, Formula IramfoTmalionis iniegraliam deftnitoì 
Giornale di Creile voi. 15) per 1,(2, a;). Facendo poi p = /i+2n + l la 
diviene 

dir» X dx \ X» / T«v / 

Si potrà dimostrare facilmente , supponendo che It non varii con n , ma 
costante, che una funzione regolare f{ai) neirintorno del posto a;=:0, è stìI 
pabile in serie della forma Zc^if„(cc) (Pincherle, Sopra alcuni sviluppi in s 
per funzioni analilictie. Mem. deU'Acc. di Bologna, Serie IV, tomo IH). Svi! 

pando in serie della forma 

y-o: 

si potranno determinare le funiioni ^^(y) associale delle <t^{x) , ed anche de 
minare, applicando il metodo dato dal sig. Keumann (Leumann, Theorie 
BesseV schen Puncfione», pag. 8 e seguenti) per le funzioni 0^(co) associate ( 
funsioni di Bessel, l'equazione differenziale alla quale soddisfano le <^^{y). 

Lucca , aprile 1888. 
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su QUALCHE PROPRIETÀ 

DELLE CURVE PIANE DEL TERZ' ORDINE FORNITE DI UN PUNTO DOPPIO 



QABRtELE TORELLI. 



Nel precedente mio lavoro intitolato : Sul sistema di piii forme Binarie eu- 
fticAc (•) stabilii che so / e ? sono due forme binarie cubiche, si ha la lormola 

2R9 = 2S/-+ 2JQ + 3pA , (t) 

dove 

4 = (r.r)t . Q = (f,i). . R=(4.4). 

5 = {9,Q), , J = (r.9), . P={4,9),. 

Nella presente nota, dallu interpretazione geometrica della formola surripor- 
tata, ricavo alcune proprietà delle cur?e piane del terz' ordine fornite di un punto 
doppio. 

1. È noto che se le coordinate di un punto di una curva della specie in di- 
scorso SODO rappresentate da 

px, = a* , pxj = 6j* , pa3j = Cj» , 
la forma 

D.» = (6c)* a/ + (co)' V + (o^)' Cj' 

eguagliata a zero fornisce ì parametri dei tre flessi , , più brevemente , i punti 



(*) Rendiconto della B. Accademia di scienze fiaiohe e matematiche di ffapoli , 
Ottobre 1885, oppure Amiali del B. Istituto tecuioo di Napoli, voi. III. 
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base di D^* sono i tre flessi ; e ponendo 

{6c)' = d, , (co)» = di , {aby = dj , 
l'equaiione della retta d dei flessi è 

d, Xt + d, ìK, + d, K, = 0. 
Inoltre i punti d'incontro della retta u rappresentata dall'equasione 
u, ce, + u, Xi + «j iC, = 
colla cubica sono i punti base della forma 

Uj* = u, Oj» + «, fcj' + Uj e.'. 

Di questa Torma indicheremo con R il discriminante, con i^* , Q,> i coi 
quadratico e cubico. 

2. Ciò premesso supponiamo nella (I) f=ÌJ^', e <p successivamente egi 
0.* , 6,* , e,'. Otteniamo 

2Ra,» = 2(oQ)*U,3 + 2(Ua)*Q,«+ 3(4rt)*o,-4V \ 

2R6,* = 2(6Q)»U,» + 2{U6)»Qj' + 3(4ft)*&, ■ 4^ ( 

2Rc,> = a(cQ)»U/ + 2(Uc)'Qj' + 3(4c)»Cj •&'* i 

Evidentemente (Uà)' , (ÌJb)' , (Uè)* sono proporEionali alle coordinate del 
d'incontro della trasversale u colla retta d dei flessi. 

Occupiamoci di costruire il punto R. le cui coordinate sono proporzioi 

Per ciò fare assumiamo l'equazione della cubica sotto la forma canoni* 

aj,* + a;,* + 03, x, aij = ; 
abbiamo allora 

Lo coordinate X, , X, , Xj del punto richiesto K sono proporzionali a 
9h, tij* + 6»,* «, + «j* li, 
9u, w,* + 6u,* Uj + u,' «, 
- 54 Hj* + 18«, «, 11, + 2 «,' + 2 M,^ 



d=y Google 



)( "4 X 
Or la poluconica della retta u è 

(u,* + 12u,Wj)ir,* + (V + 12«,Uj)a!,* + «,*Xs* 
- 2(l8Ui* + li, u,)a;, x^ - 2u, u^ a:, a:, - 2«, «, a:, x, = ; 

e le coordinate X', , X\ , X', del polo P della retta dei flessi Xj = rispetto a 
questa poloconica sono proporzionali a 

9u, «j* + 6u,* «( + u,* tt, 

9i(, «,* + 6u,* «-, + u,* u, 

- I62Ua* + 54u, u, u, + 6ii,» -1- 6h,' ; 

perciò fra le coordinate X, , X^ , Xj del punto K, e lo coordinate X', , X'^ , X', del 
polo F sussistono le relazioni oX, = X', , fXt = X'^ , pX, = 3X'j; laonde i punti 
K,P stanno per dritto col punto doppio , e chiamando i il punto d'incontro 
della retta DKF colla retta dei flessi si ha che il rapporto anarmonico 

(IO , FR) = 3. 

Perciò : il punfo (e cut coordinafe sono proporzionati od (aQ)* , (bQ)* , (cQ)* 
si costruisce cercando il poto F dfilla relfa dei /lessi Ti»peUo alla poloconica delta 
reUa u, e delerminandtì sulla congiungenle del punto doppio D col polo F, la 
quale incontri in J la retta dei flessi, il punto R fate c/te il rapporto anarmo- 
«Ifio (JD , FK) sia eguale a 3. 

3. Ciò posto è facile assegnare i punti della curva che sono base del co?a- 
riantc A,*. 

Per questi punti in forza delle (2) si ha 

I o,* (oQ)* (Uo)' 

V (6Q)' ("&)' 

I e,» (cQ)» (Uc)> 

perciò essi sono due dei punti d'incontro (reali o iminagiDarii) della curva colla 
congiungente il punto (ud) col punto K testé costruito. 

Il parametro del rimanente punto d' intersesione (sempre reale) di questa con - 
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giHngente colla curva è fornito (*) dall'equazione (AD)* 0^ = cioè da 

d, (lai* C; + dt (i6)* 6j + d, (4c)* e, = 0. 

i. Sia c = r,x, + rtS, + »^j = un' altra trasversale , i cut punti d'in 
colla curva sono i punti base della forma V,* =t),a.» + «,6j* + rjCj''. Si ha 

I «.(aQ)' + tM''Q)' + «i(cQ)* r,(oQ)» + w,(('Q)' + Us(cQ)s i 

! «,«.' +1*1'»,» +tt,C.' v^a,' +tltb:' +«iC,* I 

Il u, w, «, Il II (a Q)' (fc Q)» (e Q)' || 

il ff *'» *'s II II ":' V <^j^ Il 

■ (W, Uj) («j «,) (u, «,) I 

= j (« Q)' (fr Q)* (e 0)» | = W,». 

i ".' &;' C/ I 

Si ha dunque 

BV^» = (VQ)» Uj= + W.» ; 

dove la forma W,* ha per base i punti d'intersezione colla cubica della co 
gente il punto (up) col punto K | (iQ)' , (bQ)' . (cQ)' j. 

Alla forinola (3) si può anche giungere supponendo nella (I) f=Vj',i 
e nella eguaglianza che si ottiene, cioÈ 

2BV,s = 2(VQ)» U.» + 2(UV)' Q,» + 3(A V)» V, • y* 

trasformando convenientemente il secondo membro. 

Se la V è la retta d dui flessi, si ha (UV)^ = 0, e la (4) paiagonata c( 



cioè che la congiungente il punto (ud) col punto R | (aQ)' , (6Q,' , (cQ)' 1 ta 
cubica in tre punti dei quali due sono base del covariante A.*, e it terzo < 
variante (AD)»Di. 



(*) Tedi Anelli. Sopra le curve piane del 3.* ordine con un punto d 
$ IV. OioroBlfl di BftttagUui. Tol. XVI pag. 364. 
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Or )a (3) interpretata geometricamente fornisce il teorema: 

Se aliamo ad un punto S del piano di una curva di 3" ordine fornita di 
un punto doppio, rota una trasversale , e i punti d'incontro si proiettano dal 
punto doppio, le terne dei raggi che s'ottengono formaìio un'involuzione cubica 
semplice. 

Questo teorema è già noto; p. e. , sotto altra forma, si trova nel $ IS della 
memoria del D'Ovidio intitolata Studio sulle cubiche gobbe (*). 

Le quattro tangenti condotte da S alla cubica danno le quattro terne dell'in- 
voluzione fornite di elementi doppi). Se S sta sopra una delle tangenti di flesso 
l'involuzione ha un elemento triplo, e due doppii ; se S è l'ìntersetione dì due 
tangenti di flesso, l'iiivoluEione possiede due elementi tripli anzi die quattro ele- 
menti doppii- 

5. Se S sta sulla curva tutte le terne della precedente involuzione cubica 
hanno un elemento comune ; soppresso questo, le coppie rimanenti formano un'in- 
voluzione quadratica. Dunque si ha il teorema : 

Se attorno ad un punto S di una cubtcu munita di punto doppio si fa ro- 
tare una iTosvcrsale, e i nuovi punti d'incontro si proiettano dal punto doppio, 
ìe coppie di raggi che s'ottengono formano un' involuzione quadratica. I raggi 
doppii sono quelli che protedano i punti auenti S per punto tangenziale. 

Coppia comune a tutte le involuzioni quadratiche che s'ottengono facendo va- 
riare S sulla cubica, è quella formata dalle due tangenti nel punto doppio D. 

6. Sìa PQItS un quadrangolo iscritto nella cubica. Dal punto doppio D pro- 
iettiamo i vertici P,R, e le rimanenti intersezioni A , A' , B , b' della cubica ri- 
spettivamente coi lati SP,BQ,SR,PQ, e indichiamo i raggi proiettanti colle let- 
tere minuscole corrispondenti a quelle che dinotano i punti proiettati, e finalmente 
cliiamiamo f, , ^ le tangenti alla cubica nel punto doppio D. 

In virtù del teorema precedente le tre coppie ap ,br , 1, 1^ costituiscono una 
involuzione quadratica, e un'altra involuzione quadratica è costituita dalle coppie 
a'r , b'p , t, tf Perciò i fasci abt, 1^ , a'6'/, (, sono rispettivamente proiettivi a prf, l^, 
rp', tj ; ma questi due sono proiettivi fra loro , dunque anche tali sono ì primi 
due; laonde le tre coppie aa',&V,t, ti costituiscono una involuiione quadratica. 

Può quindi conchiudersi il teorema : 

Se un quadrangolo è iscritto in uno cubico fornita di punto doppio, le tan- 
genti in questo, e i raggi che da esso proieftano i rimanenti putiti d'incontro 
delle coppie di lati opposti colta cu6ica formano una invotuzione quadratica. 



(*) Memorie della B. Accademia delle Bcieoze dì Torino, Serie II, voi. XXXII. 
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, Donde segue l' altro teorema che può considerarsi come generalisiastone del 
leorema dj Desarguos sul quadrangolo iscritto in una conica: 

Se un poligono di in lati iacTitlo in una curva di Z" ordine a punto dop- 
ino, sen^a cessare di etsere iscrillo nella cubica Et deforma in modo che 2n— 1 
iati rotano altomo ai rtmanenft loro punti d' intersezione colla curva , anche 
l'I Testante lato rota attorno all'ulteriore suo punto d'incanirò colta cubica slessa. 

Questo teorema mostra che la soluzione del problema : 

iscrivere in una cubica munita di punto doppio un ennagono i cui lali 
ptamo per n punii assegnati sulla stessa cubica : 

procede tal quale come quella del problema : iscnvere in una conica un ennagono 
i cui lati passino per n punti assegnati per dritto. Epperò esso per n pari risulta 
impossibile o indeterminato, e per n dispari ha due o zero soluzioni (*)■ 



(*] Cfr. le considerazioni fatte nel caso particolare trattato nelle Letons sur la 
Geometrie par A. Clebsch, T. II, pag. 840. 
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dott. VITTORIO MURER. 



jy//tf/CI£ ÌD indice 3 



I XXV di questo Giornale fu pubblicuto un» breve mia Nota Sulle serie 
. * e 2, avente per iscopo di stiibilirnc l'equazione e la generazione gene- 
'^'""^i^me complemento di quelle, analoghe rjcerdie per le serio d'indice 3 mi 
'"'"elio ora di esporre concisamente in questo istesso periodico ; quantunque , 
P*' jo ad esse, sia già stato nccolto un mio cenno nei Rmdiconli del Circolo 
^^"emaiico di Palermo. 

j, I concetti e le proprietà note degli iperspazi si possono immediatAinento 
plieare alte serie, in tutto ciò cbe dipende dal loro indice. 
L'assieme delle superficie d'ordine n forma un sistema lineare S. , ad m di- 

. , . (n+ l){« + 2)('i + 3) , , j. ^. 
pensioni; essendo n»= — 5-5 ' — i. Indichiamo poi con Sjt un «ste- 
nla lineare a k liimensioni contenuto in S„ ; e in particolare quindi con S, un 
fascio, Si una rete, ecc. 

Una serie algebrica V, che non si spezzi, avrà a comune con un S„., , in crii 
non giaccia per intero, un numero costante \i. di superficie. Esso è precisamente 
l'indice della serie, esprimendo per l'appunto quante superficie di U appartengono 
a) sistema S„_, formato dalle superficie di S^ che passano per un punto dato. 

Se la serie apparitene a un Sj^ , cioè giace in un S^ , ma non in un S^., , al- 
lora |t è anche il numero delle superficie della serie che giacciono in un qualunque 
St_, che faccia parte di S^. E deve essere k<^^; giacché attrìmenlt per k super- 
ficie della serie si potrebbe condurre un S(_4 che la conterrebbe per Intero, avendo 
con essa a comune più di (il superficie. In particolare poi per fc = iJL la serie è ra- 
zionale. E invero, per (i — 1 superficie fisse e per una variabile di U si può con- 
durre un S^^, , il quale avrà a comune con un fascio S, situato in S^ una su- 
perficie sola ; e vìceverEa una superficie di S, e quelle [^ - 1 fisse determinano uà 
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Vi> '* quale coDtorrà ulteriormente un'unica superQcie di U. Le superficie di V 
corrispoodono cosi onÌTOcamente a quelle del fascio S, ; e. d. d. 

3. In particolare si deduce che, por !i.= 1 una serie d'indice 1 non è altro 
che un fascio S,; per |ji = 2 una serie d'indice 2 è contenuta in una rete S| , ed 
è rasionale (essendo qui ft = pi = 2} : cose già vedute aUrìmenti. 

Per II. = 3 bisogna distinguere due casi : 

la serie appartiene a un sistema lineare S, ; e allora 6 rasionale. 

la serie appartiene invece a una rete S, ; e allora essa, ore non interven- 
gano altre particolaritì facili a rinvenirsi, non è razionale; ma, scritta l'equasione 
sua sotto la forma : 

u, X, + Ui X| + u, X, = , 

ì parameiri X( non saranno esprimibili con un unico parametro X altramente che 
con funzioni ellittiche (come per le cubiche piane senza punto doppio). 
3. Nel primo caso l'equazione della serie si può ridurre alla : 

u, X/ + 3u, X/ i, + 3u, X, X,» + «, X,» = , 

caso questo già da me considerato nel voi. XXIV di questo Giornale. Aggiungerà 
solo che : 

La inviluppante della serie può essere generata, tanto dalle due serie proiet- 
tive d'ordine n ed indice 2 : 

ti, X,» + 2u, X, X, + «I Xj* = , «, X,» + 2m, )., X| + u, X,» = j 

quanto dai due fasci proiettivi, d'ordine 2n: 

UpUj - tt,* = |JL («,«, - «,K,) , U,Wj - U,ti, = 4(1 (U,«j — Vj*) ; 

la linea base di ciascuno dei quali si compone della linea cuspidate (d'ordine 3n*) 
della serie, e di una cara(terìs(tca (d'ordine n*) della stessa. L'equazione delia in* 
viluppante stessa è : 

i (1*0 «1 - U(*) (Ui l*j - W,*) - («0 W| - u, «i)* = 0. 

Osservando poi che nel sistema S, , in cui giace la U, su ogni linea (tt,n}, base 
di un fascio , resta determinato dalle altre superficie un sistema oo* dì gruppi 
(n , n , n] , basi di una rete, e su ogni superficie è determinato, dalle altre, un 
sistema oo* di curve (n,n), si trova subito che: 

■ Dna serie generale d'indice 3, situata in un Sj, è generata dalla superficie 
I variabile di Sj che congiunge i- gruppi corrispondenti (n,n,n) situati su tre 
I linee (n , n) di Sj ; quando fra i sistemi di gruppi siasi stabilita eorrispondenia 
( proiettiva; 
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Or la (3) interpretata geometricamente fornisce il teorema : 

Se allorno ad un pun(o S del piano di «no cnriia di 3* ordine fornila di 
un pimio doppio , rota una trasversale , e i punii d'inconfro si proiettano dal 
punto doppio, le terne dei raggi die s'ottengono formano un'involvzione cubica 
semplice. 

Questo teorema è già noto; p. e. , sotto altra forma, si trova nel $ IS della 
memoria del D' Ovidio ìnlitol^ita Studio sulle cubiche gobbe (*). 

Le quattro tangenti condotte da S alla cubica danno le quattro terne dell'in- 
voluzione fornite di elementi doppii. Se S sta sopra una delle tangenti di flesso 
l'involuzione ha un elemento triplo, e due doppii; se S è l'intersezione di due 
tangenti di flesso, l'iiivoluzìone possiede due elementi tripli anzi che quattro ele- 
menti doppii. 

5. Se S sta sulla curva tutte le terne della precedente involuzione cubica 
hanno un elemento comune ; soppresso questo, le coppie rimanenti formano un'in- 
voluzione quadratica. Dunque si ha il teorema: 

Se attorno ad un punfo S di una cubica munita di punfo doppio si fa ro- 
tare una trasversale, e i nuovi punti d'incontro si proiettano dal punto doppio, 
le coppie di raggi che s'ottengono formano un' invoUizione quadratica. I raggi 
doppii sono quelli che proiettano i punti aventi S per punto tangenziale. 

Coppia comune a tutte le involuzioni quadratiche che s'ottengono facendo va- 
riare S sulla cubica, è quella formata dalle due tangenti nel punto doppio D. 

6. Sìa PQItS un quadrangolo iscritto nella cubica. Dal punto doppio O pro- 
iettiamo i vertici P , R , e le rimanenti intersezioni A , A' , B , B' della cubica ri- 
spettivamente coi lati SP,RQ,SR,PQ, e indichiamo i raggi proiettanti colle let- 
tere minuscola corrispondenti a quelle che dinotano ì punti proiettati, e finalmente 
chiamiamo (, , r^ le tangenti alla cubica nel punto doppio D. 

In virtù del teorema precedente le tre coppie ap ,br , t, /, costituiscono una 
involuzione quadratica, e un'altra involuzione quadratica è costituita dalle coppie 
a'r , b'p , i, If Perciò i fasci abl, /, , a'6'/,(, sono rispetti tramente proiettivi a prf,l,, 
rpl^t^; ma questi due sono proiettivi fra loro, dunque anche tali sono i primi 
due; laonde le tre coppie aa' ,bb' ,l,lx costituiscono una involuzione quadratica. 

Può quindi conchiudersi il teorema : 

Se un quadrangolo è iscriflo in una cubica fornila di punto doppio, le tan- 
genti in questo, e i raggi che da esso proiettano i rimanenti punti d'incontro 
delle coppie di lali opposti colla cubica formano una involuzione quadratica. 



{*) Memorie della B. Accademia dalle scienze di Torino, Serie II, voi. XXXII. 
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. Donde segue 1' aìtro teorema che può considerarsi come generalÌEiaiione del 
teorema di Desargues sul quadrangolo iscritto in una conica: 

Se un poligono di 2n Iati iscritlo in una curva di 3" ordine a punto dop- 
pio, senza cessare di essere iscnffo nella cubica si deforma in modo che 2n— 1 
Ioli rolano attorno ai rimanenti loro punii d' t'nlcrsc^ione colla curva , anche 
l'I resfante lalo rota allorno aU'iilferiore suo punto (Rincontro colla cubica slessa. 

Questo teorema mostra che la soluzione del problema : 

Iicrivere in una cubica munita di punto doppio un ennagiono i cui lati 
panino per n punii assegnati sulta sfessa cubica : 

procede tal quale come quella del problema : iscrivere in una conica un ennagono 
i cai lati passino per n punti assegnati per dritto. )*:pperò esso per n pari risulta 
impassibile o indeterminato, e per n dispari Ita due o zero soluzioni (*). 



Gfr. le considerazioni fatte nel coso particolare trattato nelle Legons sur la 
eéotiélTie par A. Clebsch, T. II, p^. 840. 
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LE SERIE AIGEBIÌICHE Di SUPERFICIE AD INDICE 3 

NOTA 

D Kl 

Dott. VITTORIO MURER. 



Nel Tol. XXT di questo Giornale fu pubbliciito uno breve mia Nota Sulle serie 
d'indice 1 o 2, avente per iscopo di stabilirne l'equazione e la generazione gene- 
rale. Come complemento di quelle, analoghe ricerche per le serio d'indice 3 mi 
permetto ora di esporre concisamente in questo istesso periodico ; quantunque , 
riguardo ad esse, sia già stato accolto un mio cenno nei Rendiconti del Circolo 
Matemalieo di Palermo. 

1. I concetti e le proprietà note degli iperspazi si possono immediatamente 
applicare alle serie, in tutto ciò che dipende dal loro indice. 

L'assieme delle superficie d'ordine n forma un sistema lineare S^ , ad m di- 

■ • A (n+I){« + 2)(« + 3) . . ^. .. e ,. 

meosioni; essendo m = \ ■* - — i. Indichiamo poi con Sji un siste- 
ma lineare a. k dimensioni contenuto in S«; e in particolare quindi con S, un 
fascio, S| una rete, ecc. 

Una serie algebrica C, che non si spezzi, avrà a comune con un S^., . in etti 
non giaccia per intero, un numero costante |ji di superBcie. Esso è precisamente 
r indice della serie, esprimendo per l'appunto quante superllcte di U appartengODO 
ni sistema S„., formato dalle superficie di S„ che passano per un punto dato. 

Se la serie appartiene a un S^i cioè giace in un S^, ma non in un S^., , al- 
lora {1 è anche il numero delle superficie della serie che giacciono in un qualunque 
Sji_, che faccia parte di Sf E deve essere 'i;<^ii; giacché altrimenti per k super- 
ficie della serie si potrebbe condurre un S^_, che la conterrebbe per intero, avendo 
con essa a comune ptìi di il superficie. In particolare poi per k = ^ \& serie è ra- 
zionale. E invero, per |i — 1 superficie fisse e per una variabile di U si può con- 
durre un S^_, , il quale avrà a comune con un fascio S, situato in S^ una su- 
perficie sola ; e viceversa una superficie di S, e quelle )l - 1 fisse determinano uà 
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S^.,, il quale conterrà ulteriormente un'unica superficie di U. Le superficie di I 
corrispondono cosi univocamente a quelle del Taacio S, ; e. d. d. 

3. In particolare sì deduce che, per ;a = I una serie à' indice 1 non ò altn 
ebe un fascio S, ; per {t = 2 una serie d' indice 2 è contenuta io una rete S^ , fi( 
è mionale (essendo qui & = [a = 2) : cose già vedute altrimenti. 

Per |JL = 3 bisogna distinguere due casi : 

la serie appartiene a un sistema lineare S, ; e allora è razionale. 

la serie appartiene invece a una rete S,; e allora essa, ove non interven 
ijaoo altre p3rttco]Brit& facili a. rinvenirsi, non è raiionale; ma, scrìtta l'equasiont 
sua sotto la forma : 

u, X, + u, >j + u, X, = , 

j parametri X,- non saranno esprimibili con un unico parametro X altramente chi 
con funtioni ellittiche (coinè per le cubiche piane senza punto doppio). 
3. Nel primo caso l'equazione della serie si può ridurre alla : 

Uo X,« + 3u, X,» X, + 3m. X, X,» + «, X.» = , 

caso questo già da me considerato nel voi. XXIV di questo Giornale. Aggiunger 
solo che : 

La inviluppante della serie può essere generata, tanto dalle due serie proiet 
live d'ordine n ed indice 2 : 

u, X,* + 2u, X, X, + u, X,» = . u^ X,» + Swi 'i X, + Uj X»» = ; 

quanto dai due fasci proiettivi, d'ordine 2»: 

UoWj — «,* = !* (Uo«j - «,«,) , UflWj - ?(,u, = 4|Ji {u,«a — w,*) ; 

ta linea base di ciascuno dei quali si compone della linea ciispidale (d'ordine '3n* 
della serie, e di una caraftertsttca (d'ordine n*) della stessa. L'equazione della in 
Tiloppante stessa è : 

4 (u, u» - u,») (w, u, - u,') - («0 «I - ti, u,)* = 0. 

Osservando poi che nel sistema S, , in cui giace la U, su ogni linea (n,n), basi 
di UD fascio , resta determinato dalle altre superficie un sistema eo< di grupp 
(n,n,n), basì di una rete, e su ogni superficie è determinato, dalle altre, ui 
sistema co* di curve (n , n), si trova subito che : 

1 Dna serie generale d'indice 3, situata in un S^, ò generata dalla superficii 
i variabile di Sj che congiunge i- gruppi corrispondenti (n,n,n) situati su tri 
< lìnee (n , n) di S, ; quando fra i sistemi di gruppi siasi stabilita corrispondenti 
« proiettiva; 



d=y Google 



)( ISO )( 

s oppure , dalla superficie che congiunge due curve corrispondeiitì (n , n) di 
d due sistemi proiettivi , situati su due superficie di S,. (Nei due sistemi oe* di 
(t curve avviene od' volte che una curva possa essere congiunta colla sua corri- 
n spandente) ». 

Questi risultati sono una ovvia generaliziazione del notissimi sulle sviluppa- 
bili di terza classe. 

4. Nel caso invece che In serie giaccia in una rete S,, sì banno risultati ana- 
loghi a quelli noti sul cono di 3' classe (a cui si riduce per n=t). Escluso i) 
caso di una superficie doppia (In serie allora sarebbe rasionale) , si trova che la 
linea cuspidale della serie , di ordine 9n* , si spezza in 9 caratteristiche , aventi 
naturalmente a comune gli n* punti base di S,. L'inviluppante è segata da una 
qualunque superficie di S^ secondo caratteristiche , giacché se la superOcie con- 
tiene un punto di una di esse, fuori degli n' punti base di S^ , ne contiene n*+l . 
Si trova cosi che la inviluppante è segata, da ogni superficie della rete, in 6 ca- 

6»* 
ratteristìche, cioè in una linea d'ordine 6n* ; ed è quindi di grado — = 6n. Os- 
servando poi che due curre (n , it) della rete non possono segarsi fuori dei punti 
base, si deduce che ogni curva (n,n) sega la inviluppante in quegli n* punti, e 
non in altri. Ognuno di questi sari quindi mutliplo per la inviluppante secondo 

s Dunque la inviluppante è di ordine fin, ed ha per punti mulUpli secondo 6 
«. quelli base della rete n. 

Per generare poi la serie si riferiscano proiettivamente tre reti sovrapposte. 
Allora se In una di tali reti una superficie percorro un fascio, lo stesso avverrà 
della corrispondente nelle altre due reti, e resteranno in tal modo riferiti proiet- 
tivamente i fasci nelle tre reti. Un fascio della prima e il corrispondente della se- 
conda avranno a comune una superficie , la quale in generale non apparterrà al 
fascio corrispondente nella terza. Succedere però oc' voile c/te Ire fasci abbiano 
una super/icte corrispondcnfe u cotnutie ; e Vaaiieme di tali super/icie coslituisee 
una serie generale situata neUa relè assunta. 

Spezia, Maggio 1S88. 
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SFLLK CURVE. B^ INVERSIONE 



Oott. R. RAIMONDI. 



t. In una precedente Nota abbiiimo fatto cenno della trasformala pe 
Itone d' una retta rappresentata col metodo dei quaternioni , vale a di 
requaiione d'una retta: 

VBX = VBA , 

ore X è il vettore variabile , A un vettore d' un punto Qsbo della retta 
vettore secondo la stessa, bì ba in corrispondenza la equazione : 

__6^ VBA 
(TVBA)' B 



[ormala per inversioiìa della data retta, e il vettore del centro è 

6' VBA 
2(TVBA)' B • 

Questa espressione può ancora trastormarei, poicbè abbiamo : 

VBA = -iiasen»H, 

ore H è un rettore unitario perpendicolare al piano BA, onde la superiort 
sioae prende la forma 

b a 
2asea7 B ' 
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jioicliè -^ b un quaternione rettangolare, esso equiiale al vettore ri perpendico- 

Inre al piano di H e B ; cioè A , B , I sono coplanari , il vettoro del centro puù 
dunque dinotarsi con 

1 
2asen9 

Se assumiamo il vettore A perpendicolare alla retta , la sua direiiono sar& 
quella di I e ? = SO", ìl centro della circonrerenza si trova dunque su questa per- 
pendicolare distante ^ dall'origine, essendo » = TA. Costruendo la figura, sì os- 
serverà che : un raggio vettore dall'origine alta retta taglia la circonferenza sud- 
detta in utt punlo distaiUe dall'origine d'una lungliezza che è la reciproca della 
lunghezza del raggio vettore, 

2. Sia una curva piana data dalla equazione 

uve R è il vettore variabile e ( una variabile reale. 
L'equasione della tangente nel punto R è: 



(Grafe. Vorlesungen tiòer die Theorie der quatemionen. Leipzig 1883) in essa 
dR_ 
cK 
rappresenta un vettore nella direzione della tangente. 

L'equazione della circonferenza trasformala per inveratone della tangente ( 

1 



di 

vettore parallelo alla normale; <p è l'angolo del raggio vettore colla tangente. Il 
vettore del centro è 

I 
2TR sen fp " 

Dalla equazione della curva si ricava TR = r, come ancora potrà esprimersi 9 
in funzione di r ; la lunghezza del raggio è = . 
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Fncendo variare r, Tariano I e ?, e it centro della trasrorniata per inTersic 
percoirerÀ un luogo, che potremmo denominare curva d'inversione. 

Si può per semplicità assumere per variabile reale 1' angolo 9 che il rag 
rettore fa con un asse Osso, allora potremmo avere l'equazione della curva 
coordinate polari ordinarie : 

TB = r = /-(6), 

e ricordando che il vettore del centro della iTosformala per inversione è perpi 
dicolare alla tangente, l'equazione della curva d'inversione in coordinate polari sa: 

r,=r,(9,), 
ove 6, ^ale 9 + 90° - tp. 

3. Eaemj^i. 1." Abbiasi la circonferenza cui centro all'origine 

TRr=r = a, 

poiché f — 90", Is curva d'inversione è 

1 

una circonferenza concentrica. 

2° Sia la circonferenza passante pel polo e col centro sull'asse fìsso, la s 
equazione è 

TB = r = 2fflcos6 = 2a3en!p , 

l'equazione della corrispondente curva d'inversione è 



"iacos'O , ,e, 2«(1 +cos6,)' 
4a cos* if ' 



una parabola. 

3* Sia la spirale logaritmica 

i 
TR-::r = fcc% 

tu sua curva d'inversione, essendo tang7 = c, è data da 



- = 6,e 
26ce^ aftce"^ =~ 
cioè un* altra spirale. 
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4. Se p è la perpendicolare dall'origine sulla tangente , sì ha p = rsen9; 
poiché r, è diretto secondo p, la curva d'inversione può rappresentar;)! con 



cioè: I punii della curva d'inversione Bono sulle perpendicolari alle langenli 
abbassale dall'origine a disianze metà delle reciproche delle iungkezze di qucsle 
■perpendicolari. 

Esempii. \° La perpendicolare alla tangente alla ellisse è a vi -(■^sen'O, , 
la curva d'inversione è quindi : 



2a ^i — e' sen*6 



cioè una ellisse che Iia per semiassi 5- , ^ . 

2" Poiché la perpendicolare dal fuoco incontra la tangente alla parabola in 
un punto posto sulla tangente al vertice, la lunghezza della perpendicolare essendo 

— 7- , ove D, ò r angolo che la perpendicolare fa colla tangente al vertice , la 
curva d'inversione è data da 

_ sen 6, 
'■'"'2^' 

cioè ('■ un cerchio passante per l'origine. 

Si ha dunque questa semplicissima proprietà : Se dn un punto si Urano n 
nna rella i raggi vellori, le reciproche di essi prese nella alessa direzione danno 
la circonferenza Irasformala pi^r inversione della retta, mentre la metà di queste 
reciproche danno un'altra circonferenza che è la curva d'inversione d'una pa- 
rabola avente il punto per fuoco e [u rcKa per tangente al vertice. 

Messina 20 Febbraio 1888. 
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UN TEOREMA SU[ DETERMINANTI DI DIFFERENZE 



Dott. R. RAIMONDI 



Siano a, ,at,-.. una eerte di quaniilà ohe abbiano costanti uguali ( 
differenze n™, se indichiamo con ù„ la r™ differenza s"" e formiamo le 
cessive serie di differenze, notando c/te à^^ = c qualunque sta m , nel aeg 
modo: 



(1) 



e prendiamo n + 1 uerltcoK successive per /'ormarne un detórmtnanie , t, 
avrà il valore costarne c"*V 

DtTnosirozionc. Prendiamo il determinante formato dalle n+1 prime veri 



lil,ll-l . li.,.-. . ''..M. • • 




K. . K, . "i... ■ ■■ ■ 
d,., , d,., , d... ... . 

a, , a, , a, . . . . 



d.,.., 



■ d,,, , iJ„,,, 
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di esso , sommando ciascuna orizzontale colta precedente , lasciando t& ! 
prima, il valore non cambierà, e notando che si ha in generale 



il determinante diviene 



■w.,.-. 



, d„,., 



cioè il determinante delle prime n+ 1 verticali (I) equivale al determinante delle 
ti + 1 verticali successive a cominciare dalla seconda ; lo stesso dunque varrà per 
n + 1 successive verticali qualunque siano. 

Settraf^ghiamo in D da ciascuna verticale la precedente , restando la stessa 
la prima, ai ha : 



d,..., 



"•.-i.. 







*!,. 



(V.,. 



<^.. 
'^.' 



d.,^. • ■ 



li.-.,. 



"... 



■Vi, 



«•,< 
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Ripetendo ]& stessa operazione neirultima forma, otteniamo 

,0 ... ,0 

,,,.1 , <ì,,, • • • d.-.,. . li.-. 



D = c. 






«t.-..! 



GoDtiDuaDdo allo stesso modo arriveremo a : 



I di,.-. 



d«-..» 
<i.-.,. 



«i.-.,».. 



«.-.,. 
<*»-..» 



, 



Formando un determinante H con le prime m serie (!) e m Tcrticali consc- 
GutiTe, si ba con lo stesso procedimento : 



Applicazione ai numeri Uguraìi. Prendiamo uD numero qualunque, p. e. cin* 
que, di serie di numeri figurati, a cominciare dalla prima, che è la serie: 1,1,1,..., 
essi sono : 

1,1,1,1,1, 1 , 1 , 

,2,3,4,5, 6, 1, 

, 3 . 6 , 10 , 15 , 21 , 28 , 

1 , 4 , IO , 20 , 35 , 56 , 84 

, 5 , 15 , 35 , 10 , 126 , 210 
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SeriViftino questi numeri nel modo seguente, cioè prendendo il S" della 1' oriz- 
zontale, il 4* della 2^, ... il 1° della S* e formiamo la prìma verticale, o cosi dì 
seguito ; 

1 , i , 1 , 1 , 

4, 5, 6, 1 

(2) 6 , !0 , i5 , 21 , 

4 , 10 , 20 . 35 

1 , 5 , 18 , 35 , 

Queste serie seguono la stessa legge delle dilTerenie (1), dunque : (7n deter- 
minarne Qualunque formalo dai primi m ordini di numeri figurati, scrini nel 
modo (2), con m colonne consccitfi'ue, ha il valore costante 1. 

Messina, 1 Gennaio 1888. 



ANNUNZIO BIBLIOGRAFICO 



TAVOLE liei quadrati e dei cubi dei numeri interi da 1 a 1000, ossia delle 
radici quadrate a meno di una unità degl'interi da 1 a I 000 000 e delle radici 
cubiche a meno di un;i unità degl'interi da I a I 000 000 OOO , con un teorema 
sopra le radici quadrate con dimostrazione nuova, e con un teorema nuovo sopra 
la radice cubica, ad uso dei corsi di Matematica, di Bernardi Dott. Prof. Giù- 
seppe — Parma 1888. 
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SOLUZIONE DI UH PROBLEMA PROPOSTO DAL SIG, LUCAS 

CARLO MARIA PIUMA. 

(Conlinuazione. Vedi voi. Z2 pag. 11) 



9. Per ciascun punto di un'ellisse passano quattro circonferenze ad essa oscu- 
latrici, cioè quella cbe ha il suo punto di osculazione nel puuto dato ed altre tre 
cbe sono, in generale, da questa diverse. 

Sia H(m,n) un punto dell'ellisse (S) , le coordinate dei punti di osculazione 
delle tre circonferenze osculatrici a questa curva, che passando per H sono, in ge- 
nerale, diverse da quella osculatrice io tal punto, vengono date dalle due equazioni 

(19) 4ic» - 3p»a: - p*m = , 4y» - 3g*y - q*n = , 

e nella prima di queste equazioni mancando il termine in x* e nella seconda man- 
cando quello in y*, si scorge che sono nulle tanto la somma delle ascisse quanto 
quella delle ordinate dei tre punti di osculazione considerati e quindi che i ire 
punti di osculazione delle (re circonyerenze osculatrici ad uno ellisse che pas- 
sando jier uno sCesso de' suoi punti, sono m generale diverse da quella oscutn- 
Irìce in lai punto, sono t verlici di un triangolo iscriUo in questa ellisse che ha 
ti suo centro di gravila n«i centro delta cwrta (•). 

Ciascun punto di un'ellisse è vertice di un solo triangolo ad essa iscrìtto col 
centro di gravità nel centro della curva, e se indichiamo con x, ,y, le coordinate 
di questo punto e le sostituiamo nella (19), per m ed n otterremo valori tali che 
fra le tre circonferenze osculatrici alla (3), che passano pel punto M(i?i,n) cosi de- 
terminato, una avrà per punto di osculazione il punto (x, ,a,), e quindi le Ire cif' 
conferenze oscultilrict ad un'ellisse )iel vertici di un triangolo iscritto nella s/essa 
il quale abbia il s«o centro di gravila nel centro della curvo si tagliano in nno 
stesso punto appartenente all' ellisse. 



(*) Vedasi in proposito una Nota dì Steiner-Crelte. Journal der ilalhe- 
maM, voi. 83, pag. 300-304. 
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10. La circonferenza circoscriila (il triangolo ABC iscriUo nclV ellisec , col 
centro di gravità net cenlro dell'ellisse, passa pel punto comune a questa curva 
ed alle ire circonferenze ad essa osculalrici nei punti A,B, C. 

Infatti indicando con a e ^ le coordinate doi centro della circonferenza circo- 
scritta al triangolo ABC, le coordinate di ciascuno de' suoi vertici A, B, C, come 
abbiamo visto, devono soddisfare le due equazioni 

(20) 4fl;» - 3p*aj - 4 -^^ = , iy*-Zq*y~i ~^^ = 

ma le (19) e (20) dovendo avere le atesse radici , quando m ed n siano le coor< 
dinate del punto comune all'ellisse ed alle tre circonferenze considerate , risulte- 
ranno le due retaeioni 



(21) 



iq* 



Avendo poi trovato per il quadrato del raggio della circonferenia circoscrìtta 
al triangolo ABC 



essa avrà per equazione 



-p« p»+^ 



E per dimostrare il teorema eniinziato basterà far vedere cbc questa equa- 
zione è soddisfatta ponendo cc = m ed y = n. Ma il risultato di questa sostituzione 
si riduce a 

P* fi* 

relazione soddisfatta dalle coordinate di ciascun punto della (S) ed in particolare da 
quelle del punto M, ciò die prova il nostro teorema. 

11. / centri di curvatura corrispondenti ai punii di un'ellisse, verliai di un 
triangolo ad essa iscritto col centro di gravità nel ccfifrrf di questa curva, /'or- 
mano «n (rtan^olo tale che il suo cenlro di gravità cotiictde coi centro detta cir- 
conferenza circo.'icrttta al primo di questi triangoli. 
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Sia A B G ti primo triungolo ed A, B, C, quello formato dai centri di cunu- 
tura A, , B, , C, dell' ellisse rispettivamente in A . B , C. 

Indicliiamo con g, , ;, le coordinate del punto A, . ^^ , Kt quelle del punto B, , e 
con S, ,!^, quelle di C,, essendo indicate come al solito con x, , i/, le coordinate 
di A, o^iij/t quelle di fi, e con x, ,j/, quelle di C, si avranno le relazioni 



..=^-^»=.- 




^.='-^"-' 


, ^--'-;^y.- 


^.-'=^^"v 


, t. = -S^«.M 



Ma le coordinate a:, , y, del vertice A , ìe, , i/, del vertice B , aij , y, del vertice C 
del triangolo ABC, per i valori di m ed n scelti convenientemente, devono soddi- 
sfare le (30) ; per cui sari 

3p*a:, + p'm . 3p*a:, + p*m 3p*!r, + p»m 
a:,= j , x, , X,- j 

„ , M'y, + a'" „. it'y. + i'o 

91-4 . »! j 

e portando questi valori nelle relazioni precedenti risulterà 



(22) 



'5,=E^(m+3a;,) , 5, = ^(m+3ii;,) , ?, = PLil(m+3x.) 



Ed ÌDdicando con (J^ , i] lo coordinate del centro di gravità del triangolo A| B, C, 
aTremo 

(23) IL- 3 ^i-"* ' 'l-— 3 — g— "• 

valori che coincidono con quelli dati rispcttiTaoiente dalle (21) per a e per ^ coor- 
dinate del centro della clrconferenta circoscritta al triangolo ABC, ciò che dimo- 
stra il teorema annunziato. 

12. La 6omma dei quadrali dei lati e l'area dei triangoli A, B, G| formali 
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dai centri di curvatura di un' elliase corrisponden(t ai vertici dei triangoli ABC 
ad essa iscnlli che hanno il eentro di gravila nel centro della curva sono costami. 
Indicando con S la somma dei quadrati dei lati di uao di questi triangoli 
A, B, C, cbe corrisponde al triangolo ABC essa sarà 

2 = (5,-5.)' + (5.-5,)* + (5,-5.)' + (ti-?.)' + ($.-!:.)* + (C-O* ■ 

cbe per le (3S) diviene 

y = ? (p*-g*)» /''^ t*+'"«'+'p»*^'^i'^«-'"tic-i B»a?i ^ y, *+y.'+i/»'-i/iy.- v .y.-a>v .\ 

Ma al n" 3 sodo state dimostrate le relazioni 

, ce,* + oc,* T Xj* = - 2 (ir,aj» + x^j + x^cct) = .7 P* 

\ 

f y* + y.* + y,* = - 2 (y,y, -t- yii/, + !/,s,) = 2 q' 

per cui sarà 

y _ 81 (p*-g«)(P'-</') 
^ 32 p»g» 

Indicando poi con Si l'area del triangolo A, B, C, sarà 

2S, = (5. - 5.) (C, - c) ~ (5, - 5.) (C. - U) = 

l^^^^'i(^.-a;,)(y.-Sf.)-(x.-a'.)(V,-y.)| 

ossìa 

_ 9 (p'-g*)' 

S essendo l'area del triangolo ABC che si è trovata essere eguale a 3*^ per 
cui risulta 



' \ 2 / f)ff 



13. Cerchiamo ora l'equazione della circonferenza circoscrìtta al triangola 
A, B, C| formato dai centri di curvatura fin qui considerati. 

Se prendiamo l'equazione della circonferenza circoscritta al triangolo A|B|G, 
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essa dovrà essere soddisratta dalle coordinate dei punti A, , B, , C, per cui, per 
determinare le costanti H , K ed R in essa contenute, sì avrà il sistema di tre equa- 
lioni lineari del primo grado 

5,» + t,'-Hg,-Ki;, = R 

V + c.»-H5,-Rì:, = R 

5,' + V-H5,-Rì;, = R. 

Per dedurre più rapidamente il valore delle incognite H , K ed R , a questo 
sistema ne sostituiremo uno analogo dedotto dal precedente nel modo che segue. 
La prima delle equasioni 

(25) ?,» - 5,« + C»» - C* - H (g, - 5.) - K (C, - Ù) = 

del nuovo sistema si ottiene sottraendo membro a membro dalla seconda la terza 
del primitivo, la seconda 

(26) V + 5.* + V-35,* + ;,' + V + t3*-3C.*-HU.+§. + 5,-35,)- 

-K(C, + f, + ì:,-3c,) = 

si ottiene sottraendo membro a membro tre volte la prima dalla somma delle tre 
equazioni del sistema primitivo, e la terza 

(21) 5,» + V + 5,» + t,* + £,* + t,»-H(|, + 5. + W-K((,+r, + t,) = 3R 

addizionando membro a membro le tre equazioni del sistema primitivo. 
Ha per le (22) si ha 

W + §»' + W = ^^' J' 1 3m> + 6m(a;, + ce, + a;,) -i- 9 (x,» + w^' + a;,») | 

e' + 1.» + w = ^4i^* ' ^"* + ^''ty» '^ y* + y»* + * (yt* + y.' + y>*) \ 

che tenuto conto delle relazioni (C, + x^ + Xj = , j/, + j/j + j/i = e dei valori 
VOI. xzvi. 35 
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di a;,* + ìb,* + 05,» e di yi* + |/,* + J/j* forniti dalle (2i) bÌ avrò 



(28) 






Nella (26) sostituendo al luogo di §,* + W + W « <)> Ci* + ^i* + ^*' < 'oro va- 
lori dati dalle (28) , a g, + ;, + ^, ed n ;, + Ci + C, quelli dati dalle (23) ed a 4< 
e Ci quelli forniti dalle due prime delle (22) e dividendo poi il risultato per 

»j£!ff si .,,4 
if'q' 

Cp» -q')| 3i**9»(ji*4 q') - 4q*ma:, -4ij*ny, - 69*x,* -6p*i/,*t = 

= 8p' II" (p'!/,K-(j' 11,11) 

Per le (22) la (25) poi si riduce alla 

V'-l' f ((c,-a;,)|2ni + S(;i!, + a;,)| (»,-»,) j 2ti + 3 (i), + y,) i 1 _ 
4 l p' 5' J~ 

_ a;,-!c, g _ !>,-»! j _ 
),' g> 

clic tenuto conto delle (1) diviene 

(p- - (/>) 1 2i,' mj, - 2p'iia!. + 3(ii' - «')x,!/, | = 4p' (/■ (a;, K + 1(, H) 

ed osservaDilo che è f{*£>?,* + )>*Vi" = P*Q*> <]uesle due ultime equazioni ci danno 

(p- -11 ') I 4p'i|'iii + 3(p'- i|')(4ae,' - 3p'x,) I 
" 8^' 

clic per la prima delle (19) diviene 

„ (P*-9*)(19*- 3p*) 

ed in modo analogo si ottiene 
(30) K j-p-,-^i ». 
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Sostituendo poi questi valori di II e di K nella (27) come pure quelli di 

5.'+5i' + S.' odi C' + V + t," 
dati dalle (28) e quelli dì 

Ei + 5. + I, e di i, +!, + !, 

forniti delle (23) si ottiene 

" " ìi^^ ' IIPV(P' + l'i + 3pV("l' + "') - 5«'m' - 5p'«' I 
da cui 

" " 32p'V ' 'P'''*'+''' + SpMm'+n') - 55'(pV-p'a') - 5p'(pV-5'm') I 

(P'-1')' 
"— ??- 

c quindi l'equazione della circonfereaza circoscritta al triangolo A, B, C, è 

(3,) ,.+,.-(pJr4ntM^.K±il)3?;rW 

op'q' B p (/* 

=T^l''' + ''' + 2<"'' + »''i- 

Da qtii si seor^ che il luogo geometrico dei centri delle circonferenze cir- 
coscrille ai triangoli A, B, C, è nuovamente un'etlinse concentrica alla dola. 
14. Prendiamo ora tre punti 

M{m , n) , M'{m' , n') , M"(m" , n") 

sullu ellisse (5) in modo che siano i tre vertici di un triangolo iscritto nella stessa 
col ceotro di grarilà coincidente col centre della curva, e se indichiamo con 

A,B,C, , A,'B,'C,' , A,"B,"C," 

ì triangoli formati dai contri delle circonrerenze ad essa osculatrici che passano 
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rispettivamente per H,M',M", e sono, in generale diverse da quelle osculntrici 
in detti punti, essendo 

m + m' + m" c= , n + n' + »" = 

la (31) ci fa vedere che i centri lieUe tre circonferenze circoscritte ai triangoli 

ABC , à'B'C , A"B"C" 

/"ormano un triangolo che ha il suo centro di gravila nel centro dell' eUiese 
data, et«. etc. 

Genova 8 Aprile 1888. 
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NUOVA DIMOSTRAZIONE CI UN TEOREMA DI FERMAT 

PEI 

CESARE GARIBALDI 

Studente in Uatematichs nella R. Università di Qenova- 



Mi propongo dì dimostrare che se p è un mimoro primo, ed a un numero 
primo con p, sta la relaziono 

o^-' = 1 (mod p). 



Sieno dati ap elomenti disposti in p linee orizEontali ed a colonne verticali 

«M «lì "la 

«Il «M *ta 

V «PI «(«■■ 

Si tratta di determinare il numero N dello combinasJoni dilTerenti p a ;p che 
si possono formare con questi elementi , colla conditìone che ciascuna combina- 
sione contenga un solo elemento di ciascuna lìnea orizEOntale. 

Il numero totale delle combinazioni p a p degli ap elementi dati è : 

(T)- 

Da questo numero, per avere il numero cercato, bisogna sottrarre : il numero 
delle combinazioni p a p che non contengono che elementi di una sola linea ; il 
numero di quelle che contengono eFTettivamente elementi di due linee ma non ne 
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contAnftono di tre ; . . . il numero di quello che contengono elTettivamente elementi 
di n linee, ma non elemenlì di n + 1 linee , . . . e finalmente il numero di quelle 
che contengono elTettivamente elementi di p - 1 linee ma non elementi di p linee- 
Ciò posto, indichiamo con A. il numero delle combiiiaiioni p a p di n linee 
di elementi, composte ciascuna di a elementi, per modo che in ciascuna combi- 
nasione entrino elementi di ciascuna di n linee. Evidentemente A, sarJt zero , od 
un numero intiero- 

Il numero delle eombiuaiioni p a p di p linee di a elementi ciascuna , che 
contengono elTettivamente elementi di n linee , ma non ne contengono di n + 1 
linee, sarà A„ moltiplicato pel numero delle combinaiioni n ad n delle p linee ; 
quindi sarà : 

Facendo in questa espressione successivamente n = 1 , n = 2 , . . . « = p — 1 , 
sommando, si avrà 

(A)*'-.+(p::.)v.-..+(?)A.+(?)A..(Ov 

Questa somma deve essere sottratta da ( ^ j per avere il numero N cercato: 
perciò sarà : 

«=C)-(p':,)v.-cgv.-...-(j)..-,(Ov 



u. 

Supponiamo ora gli elementi a sostituiti con l'unità, o consideriamo il quudro 
composto di p lince orizzontali ed a colonne verticali : 

1 + 1+ +1 = a 

!-*-!+ +l = a 



i+!+ +»=-«. 

Moltiplicando membro a membro si avrà: da una parte a**, e dall'altra una 
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somma di prodotti ciascuno dei quali contiene p Tattori =1. Pertanto la somma 
dì tutti questi prodotti sarà eguale al loro numero. 

E siccome il numero di questi prodotti è eguale al numero delle combfna- 
fiionì p a p clic si possono formare colle ap unità del quadro , colla condìiionc 
chi; ciascuna combinazione, contenga un solo elemento dì ciascuna linna, si avrà: 

"• = (7)-V,(/_,)-V.(/J-...-A.(n-A,(j). 



In questa identità suppongasi p primo > 2. 

Il fattore ( ) dove r = 1 , 2 , . . . , (p - I) , sarà multiplo di p. D'altronde 

i numeri A, , A, . . . A^, sono intieri, onde supposte eseguito le operasìoni e messo 
p in e\idcnia, indicando con m un numero intiiìro, si Hvrà : 



cJ'=M-mp. (t) 



C) 



op(rip-l).. . [flp-{p-l)] _ „ (ap-l)...[fip-(p-l)] 



So si suppongono eseguiti i prodotti indicati al numeratore , si vede che fra 
questi ve ne sarà uno solo non contenente p, e questo sarà 1-2 .. (p— t) preso 
positìTamente essendo (p - 1) pari. Gli altri prodotti conterranno rispettivamente 
i ruttori p,7i*. . .p)*'' onde, se si indica con Of il coefRciente di p' si lia: 

/ap\ _ 1 -2 ■ ■ . (p - 1) - a,p + g#' - . ■ . + Op,, p"'* 
\p/ " 1.2. ..(p-l) 

- fl[,p + a,p' 



= a + n- 



1-2. ..(p-1) 



Ora p essendo primo ciascuno dei fattori del denominatore è primo con p ; 
dunque supposte eseguite le operazioni e messo p in erÌdf>nKa : 



(7)- 



Quindi sostituendo nella (I): 

a*" = + (ni' - ni) p 
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e dividendo per a : 



è intiero, sari tn' — m divisibile per a. Pertanto, posto 

si ha: 

«"-' = 1 + Mp 
ossia 

aP-* = \ (mod p) 

che è quanto si Toleva dimostrare. 
GenoTa , Marw i888. 
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LE SUPERFICIE IPERCICIICHE 



Dott. ENRICO NANNEI. 



Lo studio di quei sistemi tripli di superQcie ortogonali, che contengono una 
serie di superficie colla medesima curvatura costante negativa (*) conduce alla 
considerazioue dì una classe di superficie, te cui linee di curvatura di un sistema 
hanno il medesimo raggio costante di prima curvatura. Per questo superficie , a 
cui il chiariss. Prof. Bianchi ha dato il nome di superficie ipereicliche , sussi- 
stono delle proprietà fondamentali, dipendenti essenzialmente da quelle dei sistemi 
tripli ortogonali sopra indicati di cui fanno parte. 

Nel presente lavoro io mi propongo di sviluppare e dimostrare tali proprietà 
per via diretta, come è indicato nell'ultima parte della Memoria citata. Nello stesso 
tempo, tento di generalizzare la ricerca, studiando quelle superficie per le quali 
le linee di curvatura di un sistema sono bensì a flessione costante , ma questa 
varia dall'una all'altra linea del sistema. 

k tali superficie conservo il nome di superficie ipereicliche, dicendole però a 
flessione variabile, per distinguerle da quelle particolari considerate dal profes- 
sore Bianchi che sono a flessione costante. Una classe particolare di tali super- 
ficie è evidentemente quella delle superficie a lince di curvatura circolari. 

Nel S I stabilisco le formule fondamentali relative a queste superficie in ge- 
nerale, la cui determinazione dipende da un sistema di equazioni a derivate par- 
ziali per funzioni incognite di due variabili. 

Indi mi occupo del caso particolare in cui la flessione delle superficie iper- 
eicliche sia costante. 

Le considerazioni infinitesimali del § li mi servono per fissare il grado di ar- 
bitrarietà di queste super£cie. Benché esse non possano considerarsi come dimo- 
Etrasioni rigorose mi è parso qui utile dì riportarle. 

Hi occupo quindi nei $$ III e IV di quelle costruzioni geometriche {trasfor- 



(*) Bianchi, Sopra i BÌBtemì tripli di Weingarten. Aon. di Hat. Milano. 
Serie II. T. XIII. 

TOL. XXTI. 26 
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maziane complementare del Bianchi, e iroaformazione dì Bàcklund) che 
permettono di dedurre nuove superficie ipcrcicliclie Ja una superQcie nota di que- 
sta classe. 

Nel 5 V cerco quelle superficie ipercicliclie a flessione costante che hanno pur 
costante la curvatura totale ; e trovo che sono superficie elicoidali. 

In ultimo mi propongo di cercare ]>cr ogni superficie iperciclica una serie di 
tali superficie che la contenga e faccìii parte di un sistema triplo ortogonale. Di- 
mostro che esiste una e una sola di tali serie. 

G ciò conferma per altra via il teorema dato dal Prof. Bianchi nella Me- 
moria citata, che; Ogni superficie iperciclica a flessione costante imlividua un si- 
stema triplo ortogonale di Weìngiirten di cui fa parte. 



1. Per determinnre gli clementi che individuano le superficie ipercicliche a 
nes^^innc .'arrsbile, ci serviremo delle Tormolc di Codaszi , le quali devono essere 
soddisfatte per qualunque superficie. Queste formole, quando la superficie sia ri- 
ferita a un sistema di coordinate ortogonali, talché il suo elemento lineare premia 
la forma : 

ds' ,-= F.du* -i Gdv' 

e con D , D' , T>" si indichino rispctlivamcntc le espressioni 

^ du du. ' ^ da dv ~ ^ dv dìi ' ^ dv dv' ' ^'' 
dove X , T , Z , rappresentano i coseni di direzione della normale alla superficie , 



du \vG/ 'dv V^G/ ^'(EG) 8v E da 

J_ /^\ _ _a_ /^\ _ _jV_ 3v/G D" 
dvK^E.' Su \ì/E/ v'(EG) du IT 

D'*-r D"^ 3 / 1 £vG\ 9_/'J_ a,/E 



= 



Se per sistema di linee ortogonali coordinate u = co9t. , v=cQst. assumiamo 



(*) Bianchi, Lezioni di Geom. diff. (aulog.) p. 
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lo linee di curvatura dclln superfìcie, si ha, come è noto (*) : 

doYe r, , r, rappresentano ì raggi principali dì curvatura. 
E allora le formole precedenti diventano : 

/ ,_!_ 

\t, r, / vE 'àv dv 

3. Per determinare nel nostro caso le quattro funzioni E,G,r, ,ri, occorre 
un'altra relazione, die ci vien Tornita dalla condizione da noi posta, ciie, cioè, la 
flessione delle linee di curvatura, p. e. deIlec = cost. sia costante sopra una linea 
ma varii da linea a linea ; ossia, sia una funzione soltanto di v. 

Rammentiamo per questo che: a 11 quadrato della flessione in un punto di 
una linea qualunque tracciata sopra una superficie, è eguale alla somma dei qua- 
drati della curvatura geodetica della medesima linea e della curvatura normale 
nel punto considerato u. 

E poiché la curvatura normale è — e la curvatura geodetica per le linee 

t' = cost. è data da : 

J_ ^ 1_ dJV. 

p, ^(EG) dv 

avremo che la nuova relazione da aggiungersi alle (1), sari, indicando con <f{v) 
la flessione: 



\V(EG) dv/ 



(*) Bianchi. Lezioai di Oeom. diff. (autog.) p. 
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3. n sistema di equationi : 

ì (± ±\ ^ ysJjL-a 

\r, r, /^ «o dv ~ 

(±-±)± bia.^JL-o 
2) { ^'< r, / VO Su ^ 8» ~ 

i_ ^ I j a <■ 1 avG\ 8/1 ay/KNi 



1 



r,»'"' W(EG) 8<) ^ ' 



(«) 



dalla cui integrazione dipende la ricerca delle supertlcie ipercicliche a flessione 
rariabile , si può ridurre a un sistema equivalente di tre equationì alle derivale 
parziali per tre funzioni incognite, mediante l'introduzione di una nuova funzlLne, 
della quale troveremo più tardi il significata. 
Poniamo 



(!) 



(*) 



1 8^/E 



L'ultima equazione del sistema (3) k allora verificata identicamente, e la prima 



- = ,Wsenu.+-^(|litg.o + jj; 



E dalle altre due abbiamo : 



0) 



Su fio '^'■'31* ?{i)j cosu 0u, 

^(fE^')-^('^«>''<''w^^:=«' 



E il sistema da sostituirsi al sistema ( 



ì quello delle equaeioni <4), (6). (7). 
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t. Si trova facilmente il sigaiQcato geometrico della funiioce la sopra una su- 
perficie ipcrciclica qualunque. 

Per un punto M della superficie passano una linea u e una v ortogonali (*|: 
conduciamo il raggio principale HP = r, e la tangente HT alla linea u = cost. , 
essendo H il punto di contatto e T un punto dello spigolo dì regresso della svi- 
lappabile formata dalle tangenti alle u, lungo i punti di una v. Uniamo P con T 
e dal punto H conduciamo su PT la perpendicolare HH'. Supponiamo che questa 
perpendicolare rappresenti in grandezza e direzione il raggio di curvatura ordì 
nana o flessione della v nel punto H. Avremo quindi : 

|IH' = -1- 
e dalla (3) deduciamo 

MM' 

(8) seo w = . 

Ha trovandosi le tre rette IfP , HH', HT In uno stesso piano, ed essendo l'an* 
golo PHT = 90*, indicando con a l'angolo obbliquo in H del triangolo rettangolo 
HH'T, si ha dall'altro MH'P pure rettangolo : 

HH' = rt8ena 
quindi 

HH' 



: perciò confrontando colla (8) 



Ossìa : d u è l'angolo che la normale principale alla linea v nel punto H fa colla 
tangente nello stesso punto alla linea u=cost. t. 

S. Supponiamo ora che la flessione delle linee v=co8t. sia costante ed eguale 
su tutta la superficie. Avremo ? (o) = e , e potremo prendere e = 1 . Le equazioni 
(4) (6) (7) del caso generale diventano : 



{*} II lettore è pregato di fare la figura. 
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che sono rincllc (Iute dal Prof- Bianchì nella Memoriii citata. E ponenJo 

= J ^ {(u 
da cui 



avremo, dalla ultima (lolle (9) 

e ne dedurremo 

^G = Vcos(6±V,) 

dove V e V, son funzioni soltanto di v. 

CambianiJo o iii JVdv e ponendo, senzii toglier nulla alla geoeraliti delle 
forinole, V, = 0, si ha : 

VG =cos9. 

La formola dell'elemento lineare di queste superficie sarà dunque : 
tls» = (l^y tiu* + eoa* e d»'. 

6. Anche per la funiione 6 che abbiamo adesso introdotto, troveremo più tardi 
un significato geometrico simile a quello della funzione u. Farò vedere adesso 
come 6 e fd sono legate fra loro da due equazioni a derivate parziali di secondo 
ordine. 

Sostituendo infatti nelle prime due equazioni del sistema (9) i valori trovati 
per VE e ^JG, si ottiene 

di 



i 9 lo . 9w 

f T — 5 - + C08 M C0a6 -rrr- - 0. 

\ dudv du 

E da queste si può dedurre facilmente l'equazione a cui deve soddisfar 0. Po- 
nendo per brevità : 

Jli_ _J _a 

dudv „ 36 

COSflg- 
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si ha, clic deve esser soddisrnUa l'equazione 

E un'equazione simile si potrebbe trovare per <•). Dunque: 
( All'elemento lineare di ogni superficie iperciclica a Dessione costante - 1, 
riferita alle sue linee di curvatura si può dare la forma 



--CA)' 



du* + cos'è de* 



duTC è una funzione che soddisfa nll'equadono (il). I suoi raggi principali 
curvatura sono dati da : 



r, cos6 9w ' »■, 

le funzioni to e sono Icgiite dalle equazioni (10) a. 

1. Se supponiamo che la sia una funzione analitica di v, e sviluppnbile perciò 
in serie di Taylor, si può dimostrare il seguente teorema: 

B Se sopra una superCcic iperciclica a flessione variabile , una linea di cur- 

1 vatura p = cost. è un circolo, anche tulle lo altre saranno cìrcoli d. 

Per dimostrare questo teorema, è necessario prima calcolare la torsione delie 
linee v = cost. Itammenteremo per questo che la forniola die ah la torsione di una 
linea tracciata sulla superficie, quando essa linea appartenga alle coordinale 
F = cost. , è : 



=- la torsione 

geodetica nello stesso punto, intendendo per torsione geodetica di una linea in un 
punto, la torsione della geodetica tangente in quel punto alla linea; o rappresenta 
l'angolo che la normale principale alla linea v forma in H colta normale alla su- 
perficie ; dSg l'elemento lineare della v. Nel nostro caso avremo dunque, essendo 
le V linee di curvatura 



d8,= v/Edt( 



(') Bianchì. Lezioni (aut.). 
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e avremo 


perciò 






(18) 




1 1 da 

T ,/E de • 




Per le superBcie iperciclìche 


a flessione costante. 


si he 


(13) 




la 
1 8tl 





Quando sia u indipendente da u, le linee v = zqì%. sodo piane, ed essondo 
a flessione costante sono circolari. La superficie iperciclica a Sessione variabile 
diventa allora una supcrQcie inviluppo di una sfera mobile di cui il centro per- 
corre una curva arbitraria e di cui il rapgio è variabile. La superflcie iperciclica 
a flessione costante diventa una superOcie ciclica. 

Passiamo ora a dimostrare il teorema enunciato. 

Supponiamo di sapere che per una linea e = Oo ^i abbia: 

Dall' equazione (6) , si deduce 
e con succcssife derivazioni 



e perciò 






qualunque sia v , ossia , dalla (12) 



qualunque sia t). 
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8. Lo stesso teorema vale anebo per le superficie ipercicliche a flesshine co- 
EbDte ; ma per queste non e' è bisoj^no di ammettere che ta sìa funzione anali- 
fica di e , e s¥iluppabile perciò in serie di Taylor. 

Sta Sfl 

Dalle equaiìoni (IO), tnoltiplìcando la prima per -g—, la seconda per .--• e 

sommando, si ha : 
e quindi 



dove F(u) è funiione soltanto dì ». Se una lìnea v sulla superOcie è circolare 
cioè se per v = V(, si ha ^— = 0, anche F(u) sarà = ; ma siccome F(m) è indi- 
pendente da V essa sarà sempre qualunque sìa v ; -^ sarà dunque = su 

tutta la BuperBcie, e ne dedurremo che = sarà sempre e tutte le linee v sa* 
ranno eireolari. 

II. 

9. Mi occuperò adesso delle caratteristiche delle superfìcie ipercicliche esten- 
dendo a quelle a flessione variabile un teorema già dato dal Prof. Bianchi per 
qaelle a flessione costante. E anch' io mi servirò di considerazioni infinitesimali , 
le quali mi serviranno se non altro, a far conoscere i'efTettiva esistenza delle su - 
perQcie che bo preso a considerare. 

Si abbia una superficie iperciclica S a flessione Tariabile e per un suo punlo 
H conduciamo la linea Vo = cost- e la traiettoria ortogonale Ua = co8t. Sia v, U 
linea dì curvatura dello stesso sistema di Og . e infinitamente vicina a questa ; 
essa sarà incontrata in un punto P, , ria una lìnea u dell'altro sistema che passa 
|)er un punto P della Og. 1 segmenti rjttilinei infinile^simi PP^ sono normali in P 
lilla curva inìiiale Og ; e $è poniamo 

pF; = !/■(«) 

doie e è nna costante infinitesima e f{8) una funzione dell'arco s di Pg, potrrmo 
dire die : 

La funzione f(B) è (fefernifnala dal fallo che la superbie è iperciclica. 
vot. jxvi, 27 
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Infatti se coli Ob ,y , z , » s'Indicano gli elementi della linea %, con 

. y, . 2, ■ 1 
avremo (•) 
(1) 05, =x + if(8) j costoosS + scntcosX I 

e similmente per j/ , e z , essendo €, >] ■ C, X , jt , v , gli nngolì che la normale 
principale e la binomiale della % formano cogli assi, g è ima costante ctie verrà 
determinata quando il segmento PP, diventi il segmento UH, del quale si conosca 
la direzione. 

Derivando la (1) si lia 

(?) x' ~ I ' ~ ^^ ~r' <^<*^" + s/'e08Tcos5 + E/'sen':cosÀ 

e analogamente per -^ , ~, aven'Io tenuto conio delle formolo <li P ré net, e 

indicato con B il raggio di prima curvatura della linea Vq= co»t. 

Quadrando e sommando le (2) trascurando gli inllnitesimi di ordine superiore 
al primo, e estraendo la radice quadrata, si ha : 

ds ' K 

talché le (2) diventano, trascurando al E'oUto gli infinitesimi di ordine superiore : 

cosK, = cosa + s^'cosTC085 + e/^'senTCflaX 
e analoghe. 

Derivando colla medesima avvertenta si ha : 



(3) 



p— 5 = — -^costcosa + lTj -f-iif-ì ^Icobt[co95 + 6^"senTC08X 



dove R e R, sono i raggi di flessione delle linee v, e v, nei punti P e P,. 

Ma se la superficie è ipercicltca a flessione variabile, B, =:cosl. lungo la f , , 
R = cost. lungo la v^ e se supponiamo che la flessione delle lince v sia una fun- 
zione continua di v sulla superficie, avremo : 

(4) . ■^ = -r + '" 

dove h è una costante finita. 



C"; Serret. Cale. diff. 
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Allora quadraodo e sommaiKlo lo (3) e ìntroduceDdoci la (4) colla Eolita av- 
Tertenia avremo : 



^e! caso delie suiicrflcìe iiicrciclicho a flessiono costante, dovendo essere 
U, " R 

e perciò ; 

(6) r' + -gr = 0- 

La (C) si integra facilmente e sì Ita subito 

0) f= A cos (-|- + b) 

e perciò l'integrale generale della (5} sarà: 

( 1 sen^ds / scii'j^di ) 

,8) ^ ^=Acos(^+B)^-ftR(sengj^-^^-cesgj^-^^^j. 

10. Le costanti A e B sono perfettamente determinate perchè si possono sta- 
bilire due relazioni che le legano fra loro. Infatti se s' ,a.' ,^' . . -i' ■ . . sono gli 
elementi della linea v, che passa per H , potremo porre e=d!s' a allora per 8=0 
si ha: 

ossia, per 8 = 0, 

(9) AcosB=1. 

Di più, essendo 

, cos 6' , , 
cos a' H j— <ii 

P 

e anuloghc, i coseni dì direzione in H della u che passa per M, potremo mettere 
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In condizione che v sia normale in M( alla tf, , avremo : 

( 1 (I) + /■ I (S cos 6 cosa') C08T + (S cosX cosa') sen t [ 

e le due relazioni (^) e (10) deterniioano A e B. 

Il teorema è dunque dimostralo. 

Si Tede por conseguenza che il srgmento PP, è completamente detcrminato 
ìli lunghezza e direzione; la linea di curvatura v„ determina dunque la successiva 
V, e cosi via ; il luogo di queste lineo è la superficie iperciclica ; e poirhù per 
conoscere li che comparisce nella (8) . basta conoscere la natura della runztoiic 
9(0) che rappresenta il raggio di flessione, potremo dire: 

Date (1(1 arbtlno due curve Ug . Vg c/te s' inconlrvno oriolo ni [mente in un 

puniù M e (felle gufiti la prima sta a /lessiotie cosfanle ^ , esisfe una ed una 
sol» superjtcfe fperctcltca n flemone variabile 



?(e) . (*("») = r' 



che passa per le linee v^ ed u^ e le ammeUe per linee di curtiolura. 
11. Si deduce facilmente 
Date ad arbìtrio due curve C e C c(ie s'inconlrtno orlogonalmente in un 

punfo H e delle gualt la prima sia a flessione coalanle g- esiste una ed una 

sola superficie iperciclica a flessione coslanle di raggio R che passa per le linee 
C, C e le ammelle per linee di curvatura (*). 

HI. 

12- Il chiariss- prof. Bianchi nella sua tesi d'abilitazione presentata alla 
K. Scuola Normale di Pisa, e succcssifamente nel voi. XVI dei Sf<tf/temaftsc/ie An- 
nalen, ha fatto conoscere una costruzione per dedurre da una superficie pseudo- 
Rferica nota S, nuove superficie pseudosferiche col medesimo raggio. Perciò se il 
raggio di S è = R, basta considerare sopra S un sistema di geodetiche parallele 
e sopra ciascuna tan<^ente a ogni singola geodetica Rtaccare nel senso del paralle- 
lismo un segmento PP' » R a partire dal punto di contatto P ; Il luogo dei punti 
P* è una nuova superficie pseudosferica di raggio R. 

TI prof. Bianchi ha chiamato S' la cumptemenlare di S e Jras/'ortnaztone 



(*i Bi&Bohi. Mem, cit. 
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complemo.ntare la costrutione sofira riferita per cangiare S in S'. Qaesta trasfor- 
mazione goile la proprietà di consertine lo linee di curvatura, le assintoticlie e 
gli archi di assintotica. 

Applicando simaltaneamente alle »' superficie pseudosferlche di un sistema di 
Weiagarten tale trasformazione, egli ha ancora dimostrato che: « Essa per- 
mette di dedurre da ogni sistema noto di Weingarten, infiniti nuovi GÌstemi 
della stessa specie i. 

E se il sistema di Wcingarten £ a flessione costimte (cioè so le superficie 
(li un sistema ortogonali alle pseudosferiche sono superficie ipercicliche a flessione 
costante) ha pure dimostrato che : 

« Dato un sistema di Weingarten a flessione costante, se delle curve C 
(linee di curvatura a flessione costante delle superficie ipercicliche) traiettorie or- 
togonali delle superficie pseudosferichc del sistema si assumono le linee C'" luogo 
dei loro centri di curvatura, queste ammettono una serie di superficie pseudosfe- 
rlche ortogonali* che fanno parte di un nuovo sistema di Weingarten a flessione 
costante b. 

Se ne deduce (e il prof. Bianchi l'ha poi anche osservato direttamente) che: 

Ogni superficie ipercicltca a flessione costante S ammette una superficie ìper- 
ciclica coniugata S' che è il luogo dei centri di curvatura della sue linee di cur- 
vatura a flessione costante. Inversamente la coniugata di S' e S. 

13. Mi propongo in questo paragrafo di ricercare se la trasformazione del 
Bianchi b applicabile alle superficie ipercicliche a flessione variabile. 

Abbiasi dunque una superficie ipercìclica a flessione variabile 9(0) il suo 
elemento linearo riferito alle linee di curvatura sìa 

(fa» = E(fu» + Gdr». 

Prendiamo un punto Vl~(a},y ,z) sulla superficie e conduciamo la normale 
principale HP essendo P il centro di curvatura. Facciamo Io stesso per ogni punto 
della superficie e cerchiamo se la superficie luogo dei punti P è pure ipercìclica. 

Se x,y,z, sono le coordinate del punto P, e X,T,Z i coseni di direzione 
degli angoli che la normale fa cogli assi, avremo : 

(I) ~ — ' • ''' ' 

e analoghe per j/i e 2,. 

Dalle (I) potremo dedurre Telemento lineare della nuova superficie, calcolando 
E, . ì\ , G,. 

Tenendo conto di note formolo di Geometria diETereoaiale (*) e delle (3) e (t) 



(*) Qaeste formole di cui ei serviremo in seguito, sono : 
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(tei $1, avremo demando le (1) rispetto ad u 

Su <f(c) ,/G 9c 9u (f(*'J ^" 

e analoghe per gj* . g-j* ■ 

Derivando in?ece le stesse (I) rispetto a v avremo; 

3p Vfj ^f ' 9 (P) ^ COSI.» / 1 

+ -T-rCOsw — = -:; ;= 5— + X ii'C-senucosi-H- -7- set 

e analoghe. 

Dalle (3) G dalle (3) si deduce : 

E -YteV- ' C2slV 

6. = Z (fe')"= « '=°»'" + ^ v'G-eos« |i^ + 
t''(li) 1 1 , / 1 8^G\' 

J 8«^,/E 8i./ ~ vG So ' VG 8« r, ' 

ÌL (J- £?"!-— ^^ -L !f 
8» \V0 8»/ ~ VG 8ii V^ 8|> ' 
SkVVG SvÌ~ y/E du 've 81. r, ' 
-1 /'_L ^^ - -L ^ J_ ^ 
8i»VvE dv/~ y/E Su '^/G 8o' 

! 8X__1_ 8* ??_1 ?i 

\ 8l» ~ r, 8« ' 8» " r, 80 ' 
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li. Si vede intanto che per le superficie iperciclìche r flessione variabile, 
F, non può essere zero, non f ssendo ^ = 0, perchè allora la superficie dnta de- 
genererebbe in ciclica; iiè tgu^O che in questo caso la superficie data sarebbe 
una sviluppabile. Vuol dire dunque che le trasforniate delle lineo di curvatura 
della superficie primitiva non formano nella nuova un sistema ortogonale. Ha poi> 
clic sappiamo che alle lìnee a flessione costante nella superficie primitiva corri- 
Epandono lince pure a flessione costante sulla trasformata , Tediamo Be tali linee 
nono no per questa nuova superficie lìnee di curvatura. Potremo cosi vedere se 
ed in quali casi la trasformasione del Bianchi è applicabile alle superBcìe iper- 
cìchuhe. 

La condìiione a cui deve soddisfare una linea per essere linea di curvatura 
è «lata da: 

(FD;' - GD') de» + (ED" - GD) du dv f (ED' - FD) du» = 0. 

Trattandosi di una linea o=co8t. i cui elementi abbiamo indicati con K,,D„F, 
la condizione nel nostro caso diventa 



anche 
(41 



du ^ du dv <s ^'^ ^ da 8u "^ 



Ricordando che in generale si ha : 



avremo nel nostro caso 
avendo posto 



3y 
àu 

ly 

dv 
= pX' 



VE, G, - F,* 

A = l-rr sento— 77 -T- K T-rCOSM -5— T i-r-. cosw-;7r -r — ■ -5-5— + 

lf(.v) v'G àv 8u <f{v) du i L?(») yJE du vE 9" 

^ 8^ \ .^ . T' /cos'io— sen*to\ „ / „ 2«' MI 

ri l dz Su 1 8»„ir ) i a^a I dy 1 

~ SCnW-77: a- 7 -COSCO .5— Z -r— C08(0-=r -^ -rr ^^ + OCC. ( . 

l?(») \'G Sv a» <fiv) Su Jl5{d) \/E dit VK Su J 
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- tUmmentando che 

la (() ora diventa 
W 37 Zi -9^ 9^ + ^) t8" Zj -9-7 gif-*'- 

Ci basterà dunque di calcolare X' e la sua derifata rispetto ad u. Osservjindo 
che un determinante della forma 

I aoj + 6y + cz , a'flì + b'y + c'z 1 

I oa;' + fry' 4 rz' ,- a'x' + h'y' + c'z' 1 

può scriversi 

|a;i/l I^^I l^'^i 

{ab' - a'b) + (ne' - a' e) + (Oc' - 6'c) 

I oc' y' I I aj' 2' l I y' z' 1 

e ricorilando che per essere il detcrmiDante dei coseni =1, si ha 

dx_ dy_ Bz 1 

dv ov 9v 

dee dy dz =^/(EG) 



otterremo facilmente 



X' = ( JG cosili + ■ ìM ) -77; a 7-- :s -T— ■ -7 



VG St) 



senti) cosftt 1 dy/Q 



Derivando e applicando le formole (A) f^fota ni n. 13) , si lia : 
W_ J_?£,p ?2.j.-l-£2 senucosM 3w 1 d^Q 

_ / cos* w - sen* tii \ 3m _I_ 9^G 
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Ne dedurremo togliendo i termini che si distruggono 

"' ^ 3u a« " 



Z3X| 33!, _ 2sen*MC03M /day J_ gyG 

c08*u — sen*o) /SwN* 1 dJG 

+ J-; C08 w l ■=- I -;=■ -s^'— . 



E l'equatione (5) ora diventa: 



»'(t>) /su\' t «va 



E questo, se la superficie primitiva si loanticne ìpcrcìclica, non è soddisfatto che 
per <p'(t>) = ossia (p(») = cost. 

Possiamo dunque dire : 

Alle superfìcie iperciciiehe a fle$aione variabile non è applicabile la frosfor- 
mazione del Bianchi. 

La superlicie trasformata della primitiTa avrà un sistema di linee a flessione 
coi^tante sopra ogni linea e variabile da linea a linea, ma questo sistema, non sarà 
di linee di curvatura. 

ÌS. Avendo trovato D' = possiamo dire che: 

Sullo superficie luogo del centri di ciiroalurj di una superbie iparctclica 
nife linee di curvatura di questa corrispondono lìnee a Umgeati coniugate, 

16. Ma è evidente che la trasformazione è applicabile, quando la superficie 
iperciclica è a flessione costante. Infatti, facendo <f{v) =Gost.= I, si ha facilmente 

E, = (|^y G,=cos*w F, = 

talché l'elemento lineare dell» nuova superficie è : 

da* = (g— ) di** + cos* w dv* 

che è l'elemento lineare di una superficie iperciclica di raggio costante, =1 , ed 
è veramente iperciclica, porche, essendo soddisfatta la (6), le sue linee a flessione 
costante son le linee di curvatura. La chiameremo la coniugala della prima. 

Nella nuova soperficie, u sostituisce 6 della prima e viceversa ; cosicché, come 
avevamo accennato nel $ I, si capisce ora facilmente quale sia 11 significato gco- 
voL. XXVI. 28 
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tnolrico di d. Ksso rappresenta l'angolo che Is normale principale a una v^cott. 
in un punto della superficie coniugata , fa collii tangente nello stesso punto alla 
u = cost. 

Per la nuova superficie si ha : 

— = sen6H T- — = 3eniS 

r, cos w ov r, 

e fra le quantità u e ausBistc ranno tuttora le relazioni (10) del $ I , e u do- 
vrebbe soddisfare a un'equazione di quarto ordine simile alla (1t) dello stesso { 

Si vede facilmente che cercando la coniugata di questa nuova superficie , si 
tornerebbe alla primitiva, e che se la superficie S 6 ciclica , la sua coniugata si 
riduco ad una linea. 

il. Esporrà adesso una costruzione molto semplice della coniugata di una su- 
perficie iperciclica di raggio costante =1. 

Si descriva una sfera di raggio eguale all'unità, che abbia il.centra^sopra una 
lìnea o^Gost. , e si faccia percorrere al centro tutta la linea e f.a superficie in- 
viluppo di tutte le posizioni della sfera mobile sarà una superficie canale, la quale 
avrà uno spigolo di regresso. 

Se si ripete questa operazione per tutte le linee v = cost. tUuogo de^lt spt- 
goli di regresso sarà la guperficie coniugala. 

Infatti se ai,y,z son le coordinate di un punto qualunque di una linea o=eost- 
sopra la superficie primitiva, avremo che l'equazione della sfera mobile sarà 

/^= (X - a:)» + (T - v)» + (Z - z)» = ! . 

La caratteristica, cioè la curva limite verso cui tende l'intersezione di due 
sfere vicinissime, vien data dalle due equazioni simultanee 



(I) (X-a;)« + (Y-y)» + (Z-z)' = * 

{ì) (X - ac) cos o + (T - y) cos p + (Z - z) cos Y = 0. 

K poiché la (2) è l'equazione d'un piano normale alla curva e che passa pel punto 
(x,y,z) centro della sfera, la caratteristica è un circolo di raggio 1. 

Il luogo di questi circoli che giacciono in piani normali alla linea « - cost. 
è una superficie canale, e un punto del suo spigolo di regresso è dato, come sap- 
piamo, dalle tre equazioni simultanee 

f=i f'=o r=o 
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(I) (X-a))» + (Y-y)» + (Z-2)« = l 

(;) (X - x) C06 a + (T - y) C08 p + (Z - a) cos -j = 

{3j (X - a!)coa6 + (¥-a)co3ii + (Z-z)cos!; = l 

La (3) è l'equasBone d'un piano normale a) piano (-2) e dìstaate dalla linea 
dei centri di uoa lunghezza = 1 , e perciò tangente alla superBcie canale. E poi- 
ché gli angoli che fa la sua normale sono appunto quelli che fa la normale alla 
linea o = GOtt., è evideote che il punto definito dalle (I) (2) (3) è il centro di 
curvatura della linea v — cost. 
Dunque : 

La coniugala d'utm superficie iperctclica a flesaione costatile =1 , si pud 
considerare come il luogo geomelrico degli spigoli di regresso delle, superficie 
canali, frenerafe da sfere di raggio 1, i cui centri percorrono le linee a flessione 
costante dette superficie date. 



IV. 



18. Il sig. Bàcklund ha felicemente generaliszato la trasformazione del 
Bianchi. Alla trasformazione di Backlund si può dare la forma contenuta nel- 
l'enunciato seguente : 

if Data una superficie pseudosferica S di raggio = I , se per ciascun punto P 
delta superficie e nel piano tangente in P si conduce un segmento costante PP'=cosc, 
inclinato sulla linea di curvatura v = cost. dell'angolo f che soddisfa ad una certa 
equazione a difTereniìati totaU, la superficie S' luogo degli estremi V è una nuova 
superficie pseudosferica di raggio = 1. Anche questa trasformazione conserva le 
linee di curvatura, le assintotiche e gli archi di assintatica. 

II prof. Bianchi l'ha apphcata ai sistemi tripli di Weingartcn, e lia di- 
mostrato che quelli a flessione costante si comportano rispetto alla trasformazione 
dì Backlund come rispetto alla complementare, cangiandosi, cioè, in sistemi 
della stessa natura. Ke deduce che anche alle superficie iperciclichc a flessione 
costante è iipplicabile la trasformazione di Backlund. 

19. Cerchiamo direttamente questo medesimo risultato : 

Conduciamo in un punto P della superficie data, una normale alla linea v che 
passa per quel punto e stacchiamovi un segmento = cosa(o = cost.). Sia 9 l'an- 
golo che la normale PP' fa colla tangente in P alla linea u = cost. che passa per 
I' Se con x,y,z indichiamo le coordinate cartesiane del punto P, con io',y',z' 
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quelle del punto P', avremo : 



-x+[co8if-j^ ^ + Xsen9Jco80 



e sinailmente y' e z'. 

Tenendo conto delle solite formule <A) n" 13 avremo : 

9aj' Sx /, , .\ ì df dx „ dif 

-s— =-^-(1 +cosocos(t— w» +cososenip — r s- 5- + X ^comocost 

e cosi per 5^ e r- ; 

Sa;' Sa; I . /senv 9? 8en<p Sto\ ) 

■5— = 5- i 1 — l — j s — scn-psenw 5- 1 coso + 

9w a« ( \cos(l 9t3 '^ costì 3e/ I 

iJos ^ * V /''(p . S(i*\ 

+ g- cosocosT sentì -^ + A cosocos? I = — costì senw -s-l 

e tosi per j| e ,-. 

Dalle formule precedenti si deduco subito per la superficie luogo dei puDti P, 

F =^ lyy Ig— ) = g-cosocoB9senù ( ! + coso cos(<p - »«)) + 

9« , . /3* , 9to\ 

+ g- cos»o cos^ (^^ - sen « cos 6 - ^j + 

+ 5j6o8acos08en<pJl-cosTCOSo(^-^^-8cn«-— ^ ^^-j[ 

G' = ^ \3~7 =cos*0 + (= — cosdsenw-^ 1 cos'af cos'acos*^Fsen*0- 
A . /Sip . 9tó\ 
-2 costì COBO scn 9 ( = — costì senw - g— 1. 
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Perchè questa nuova superficie sin pure iperciclica ài raggio costante =1, 
bisogna die si abbia 

Sostituendo in luogo di E' il valore trovato, la 1* di queste relazioni diventa: 
(|l)'m-co.acos(,-.,,..co..,(g)'=(|ì)' 

che ci dà per 5-- 

dx. 1 di 

Dalla seconda simiimeDte si dedurrebbe : 

df ( sen<peos4 + seno CDS<p seno . dia) 

(2) ^=] — +cose8enM + 5-[. 

^ ' ov \. coso dv ì 

È facile vedere che le condizioni (1) e (2) rendono P'=0. E sì può anche far 
veliere col metodo altrove seguito che [e linee t> = cost. a flessione costante nella 
nuova superflcìe sono proprio le linee di curvatura. Ma i calcoli sono oltremodo 
lunghi e noi li tralasceremo. 

Alle condiiioni (1) e (2) si può evidentemente sostituire l'altra 



(3) 



sen du l 



[scnTCOsO + senocosfsenO , dia) 

{ — + C086 8enw + 5— f 



e potremo dire : 

Data \ma superficie ipcrctclica S n fleasione costante = 1 , se per ogni suo 
punto P 8t conduce un segmenl-t Tellilineo cos'ante PP'=coso, normale alla tinca 
di curvatura i) = co8t. e inclinalo sulValtra dell'angolo f, che soddisfa all'equa- 
zione (3) a differenziali totali, ti luo^o degli estremi P' sarà una nuova super- 
ficie iperciclica di raggio 1, che avrà per etemento lineare 



dSi^—l'^) du* + cos*?de». 
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2U. La condiiioDe d'integrabilità della (3) i efideDtemeDte soddisratta a causa 
delle (10) del S I. Esiste dunque un integrale qp = <p(u,t') della (3) e questo in- 
tegrale conterrà oltre o un' altra costante arbitrarla. 

È chiaro che passati da una superflcie Ipercicllca ad uo'Hltra mediante la tra* 
sformazlone di B^cklund si potrà alla nuova superflcie applicare la medesima 
trasformazione. Ansi, siccome la (3) quando se ne conosca un'integrale particolare 
si riduce alle quadrature, potremo dedurne che quando della superficie primitivii 
si conosca una delle trasformato tutte le altre si otterranno con sole quadrature. 

V. 



21. Hi propongo adesso di cercare quali sono fra le superficie iperoicliche a 
flessione costante quelle che hanno pure costante la curvatura totale sia positiva, 
sia negativa. 

Come Tedremo , la soluzione di questo problema dipende dalla ricerca delle 
soluzioni comuni a due equazioni a derivate parziali del secondo ordine con due 
variabili. Per tale ricerca mi servirò del metodo dato dal Prof. Siaachi nella 
sua nota presentata ai Lincei (*), metodo che, nella parte che ci ò necessaria, rias- 
sumerò qui brevemente. 

^2. Fra i casi pitt semplici che l'A, premette alla trattazione del caso gene- 
rate, vi è quello in cui le due equazioni sieno uno di 2^ l'altra di 1' ordine : ossia 
suppone che si abbia: 

IF(w ,y , z ,p , q ,T ,8 , i) = Q 
f(w ,y , z .p , q) = 

dove z ò la funzione incognita delle due variabili indipendenti ce e y e p,q,T,s,t 

dz dz d*z 
sono le notazioni di Hooge per indicare rispettivamente ^ • a~ < ?r; ■ • • • 

Allora, se la seconda delle equazioni date si risolve rispetto a q in modo 
da trarne 

9 = 'K'».?/. 2.JJ) 

e so ne deducono s e 1 che combinate colla prima delle (1) daranno 

'■=iF,(ir,j/,ji,p) , 8 = ?i(a;,a,2,p) , J^?,(a;,y , : , j») . 



(*) Bianobi, Sulle soluzioni comuni a due equazioni a derivate parziali del 
2* ordine con 2 variabili. 
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il prof. Bianchi li» dimostrato ctin, introducendo con Hnyer il sistem» 

^A^^Ji + fs^ + '-JF"» 

dorè {■ è una funzione incognita delle quattro Tariabili ce , y , z , ji, quando non 
sia identicamente 
(ì) A{9») = B(«,) 

questa relaiione (S) ci darà p in tunsione di co,y,z. E quando l'equaiione 

dz = pdx + qdy 

soddisfi alle note condizioni d'iategrabilit&, ne trarremo z in funzione di a; e ili 
1/ e di una cogitante arbitraria e resterà a Terìficare se tale valore di z soddi- 
sfa le (1). 

83. Si voglia ora cercare se esistono superficie iperclcliche a Dessione co- 
stante = 1, e a curvatura costante negativa —-^ . 

Una superficie a curvatura costante negativa ha per elemento lineare 

da* = coB*6 du» + sen» 6 do» 
dove 4 è tate che soddisfa all'equazione 

e per tale superficie si ha anche : 

r, = -Rtang!l rj = Rcotg6. 

Inoltre perchè la superficie sia iperciclìca a flessione costante = 1 , abbiamo 
veduto che deve essere : 



.,■ W(EG) 8d / 
1 ,. \ /81V , 
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da cui , ponendo per brevità A* = I + ^, , 

(t) ^= Vl-lt'sen«« 

Il nostro problema si riduce quindi a cercare le soluzioni comuni alle equa- 
zioni (3) e (4). 

Seguendo il metodo indicato precedentemente si ba 



(5) 
quindi 



1 

w 

g= Vi - ft*sen*6 
_3g_-ft*sen8co8(i 



"3"^" ^» Vl-A«senM 



P = 'F 



d*i da 



T= ( + j-j sene cos9 = -sen 6 costì = y,. 
A(<p,)-B(<p,) = 

A ( -- — p 1 - Bf- Ben fl coaflì ^0 

^^/l-ft*seQ•0 '' 



(1 -ft»sen»9)* (\ - ft*8en»6)» 



Abbinino dunque 



9 = I* = 1 Vi - it» sen» g = ~ = V i - ft» sen» 
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c ne deduciamo 



dO 



= Vl-A^sen^e (1 dtt + d«). 



Questa soddisfa »lle comlUioni d'integrabilità, e scriTendola 
de du , 



Vi- ft»8en»« 
ne dedurremo integrando 



- + d« 



* ■^1» Vi -A'3en*0 ' 



Ponendo sen9=a: l'integnile del secomlo membro si riduce alla forma d'integrale 
ellittico 



- +v= 

- ft»a:') 



r dx 

'« V{1 -a!*)(l-ft 

Essendo il modulo k=\l + rr-, maggiore dell'unità, appIicUiamo ta trasforraasione 



j. V(l-V*)(l-^!/') 



e perciò 



ossia 



a: = sen = T sn ( tt + ftr , 7 ì 
Ha per una nota formula d'analisi 

«„(|,t)=isn(z,i), 

quindi 

sen9 = sn \^ + v ,k) 
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6 = am 



(:--')■ 



La Tunzione <) dunque esiste ed è funzione di pna combinazione lineare dello 
variabili. Sappiamo dalla Geometria dìiferenzialu che in tnl caso la superficie r 
un' elicoide. 

Esistono superficie iperciclicitc a flessione costarne a curvatura costante ne- 
gativa e sono elicoidi. 

Tali elicoidi compariscono nei sistemi tripli elicoidali n flessione costante. 

24. Seguendo la stessa via die si è tenuta nel caso precedente, potremo cer- 
care se esistono superficie ipcrciclicbe a flessione costante e a curvatura costant'' 
positiva. 

L'elemento lineare di una superficie a curvatura costante positiva .-r^ ò 
i/s* = cosli'0(iu* + senli*Od«* 



r, = R tangh 
e 6 deve soddisfarò all'equazione 



^^^ è»>'^à^-"Bi' 



Di più, percbò la superilcie sìa iperciclica, h deve soddisfare all'altra equazione: 

l + f-L-iiSV^, 






da cui 

0) 

ponendo 



j =■ V I - (i[, - l) senh' 1 = Vi - E" senh» t 
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Dovremo dunque cercare le soluzioni comuni al sistema formato dalla (6) e 
dalla 0). 

Si ottiene subito : 



^« ^/l-fc»Benh»l^ 
( = T7^ = - /[' seni) 9 cosh 5 = ?j 

1- = — senb d cosh = 9,. 
A(?.)-B(9,) = 

A( — — I- B(-senh6co8liO) = 

^ \/l-A»senh«6/ 

. , , ( (senh'O + cosh'S)(l - fc* senh'O) + fc* senh* 9 cosh'fl J 
(l-fc*cosh»e)» 



Cl-fc»senh*e)* 
da cui 

p= T Vi -fc'senh^O . 

Abbiamo dunque : 

p = T Vi - fc* senb'6 q= Vi — ft* senh*'5 

e perciò : 

M = Vi-ft»8enhM C~- + dv) 



(il* . dH 

-y- + do = ,_^ - . - . - . 7 ..^ ::= . 
K Vi -ft» senh» 6 
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Ponendo 8enli4 = tangcc e integrando, si ha: 









h^- 


1 


Vi 


- A,* 8en*a: 


avoDdo posto 






















!+»> = 


»,'. 


Ponendo ora 


seniB 


= y. 


abbiamo 














ti 


/:; 


/(T^ 


«'MI -»,'»■) 



ancbe qui applicheremo la trasformazione y=~ a troveremo 

/"it i \ 

2 = ft,y = ft, 8ena; = snft, It + v, j-J 

da cui 

Bena; = T-8n (H— + ìi.v , -r- ì 
ft, \ k S,/ 

ossia 

scna; = sn (i +^ » fti) 

Poiché anche in questo caso 6 risulta funzione di una combinazione lineare 
delle variabili, concluderemo rhe : 

Esistono tuperfieie iperdclicke a jlesaione coslanfc e a curvaiura coslanic 
positiva e sono elicoidi (•). 



(*) Il aig. U. N. NicolaTdes nel Bultelin des sdences maOiématiquei (1876) 
in una Nota che porta il titolo : Sur quélques surfaces à courbure constante , dimo- 
stra che : u Se in una superficie il raggio di prima cnrvatnra è costante per le linee 
dell'ano e dell'altro dei sistemi di linee di cnrvatara, la superficie è a curvatura co- 
stante n ossia: t Se nna superficie ò doppiamente iperciclica, essa è a curvatura co- 
stante : » E chiamando a la prima curvatura di uno dei sistemi di linee di curva- 
tura, b quella dell'altro, {a e b costanti), partendo dalle formule di Codazzi, trovo 
k = a* + b\ 

Peraltro tali superficie non esistono. Infatti, se esistessero, chiamando a e fr le 
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S5. Seguendo Io stesso metodo si potrebbe dimostrare che : 
Non esistono super^cie ipercicUche a flessione costante d'area minima, né a 
curvatura media costante differente da zero. 

Per le superficie d'area minima basta far vedere che, essendo l'elemento lineare 

ds» = r, (du* + dv*) 

non ammettono soluzioni comuni le equazioni del sistema 



\ r7-+ l^AEG) -t) = * ''''' a^=2,AV^ 

9Mogr, 3Mog>-,_2 

e per l'altro caso biist», seguendo sempre lo stesso metodo, Tar vedere che non 
hanno soluzioni comuni le equazioni del sistema : 



1 4. r_*_ ^v - 



g-i + 5-j = - senhS coshtì 



prime curvature dei due sistemi , k la oorvatara totale , dovrebbe oaBere contempo- 
raneameote 

a = oost. b = coBt. k = cost. 

£ ben Tero cbe pel teorema di Hicolaidea la terxa eguaglianza è conseguenza 
delle prime due ; ma per la 1* e per la 3*, la superficie, come abbiamo dimostrato, 
dovrebbe essere un'elicoide, e su questa, come è facile vedere, lion si verifica che 
b = Gost. Non può darsi dunque che sia contemporaneamente a = cost. b =: cost. cioè 
Don esistono superficie doppiamente iperoicliche a Cessione costante. 

A questo medesimo risultato si giunge de! resto direttamente, seguendo il me- 
todo tennto in questo § in ricerche consimili. Sambrn più difficile il cercare se esi- 
stono superficie doppiamente ìpercicliche a flessione variabile, cioè tali che per tutti 
e due i sistemi di linee di curvatura, la flessione sia costante sopra ogni linea, ma 
vari) da linea a linea, le avrei trovato che le due funzioni ^(u) della sola u, e ^(u) 
della sola e che rappresentano le flessioni delle linee dei due sistemi di linee di cur- 
vatura, dovrebbero soddisfare a ire equazioni a derivate parziali del 2" ordine, e mi 
sembra che l'unico caso particolare in cui ciò è possibile sia qoello della ciclide di 
Dupin- 
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?I. 



26. Limitandomi r1 caso delle superficie ipercicliche a flessione costante ap 
plicherò ora i resultati del § II , per cercare per ogni superficie iperciclica una 
scric di tali superficie che la contenga e faccia parte dì un sistema triplo or- 
togonale. 

Dalle ricerche del Cayley (*) è noto che la distanza infinitesima p fra due 
superficie consecutive S , S' di un sistema di superficie, al quale possano associar- 
sene altri due ortO;.onali al primo e fra loro, soddisfa ad un'equazione alle deri- 
vate parziali seconde, che, se l'elemento lineare è riferito alle linee di curvatura 
n = cost. , v= cost. e prende la forma 



: la seguente : 



ds* = Edti* + Gdv*, 



dudv y/E dv au v*ì 3ii dv' 



Ha perchè le superficie siano ipercicliche a flessione costante è necessario che 
i segmenti infinitesimi normali alle linee v, e perciò anche quelli normah nlla su- 
perficie, soddisfino all'equazione trovata nel g II 



ossia, so R ^ 1 



" + -^ = essendo p — e/" , 



r + f = » 



Ricordando la forma dell'elemento lineare per le superficie ipercicliche a fles- 
sione costante, dovremo dunque cercare le soluzioni comuni alle duo equazioni 



a.. 



(*; Salmon. Geometrìe dea Raumcs. 
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Ma tls nippresenta l'elemento di arco della linea v -. cast, e perciò 



■ta. 


811 


dtt 




Su' 




3p 


d'i 



Quindi le equazioni che dobbiamo studiare, fliventano 



dudv H_ Sud 

du 






9» fili* 

?7. ?er trovare le soluzioni comuni alle (1) mi servirò di un metodo dato dal 
prof. Bianchi nella Nota citata al § precedente. Egli studia il caso in cui le due 
equazioni 

P) (is 1 y 1 2 , JJ , g , r , 8 , () = 

Fi(a3 ,y I z ,p , q ,r , s , l) = Q 

(vedi S preccd.) sieno rìsohìbili rispetto a s e a (, talché si abbia 

( 8 = 41, (a; , y , X , p , q , r) 
(2) 

( t=<^t(.co ,y ,z ,p ,q ,r). 

Allora, se s'introducono le notazioni 



e accade che si abbia identicamente 
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il prof. Bianclii ha dimostrato che deve esìstere la relazione: 

P. se questa relazione non ò identica in x , y , z , p , q , r, potremo insieme 
colle (2) dedurne p e q- Dovendo allora essere 

dz = pdx + qdy , 

quando questa Boddisil alla condiiione d'integrabilità, otterremo z in funzione di 
X ,y , e (li una costante arbitraria. 

28. Se, per servirci dì questi risultati, nel caso nostro, poniamo 

_ _ _ éip 5p 



Btidv ' dv* ' du* 

le (I) diventano 

Dalle quali si deduce ; 

8'» 
I , dxdy ^ 39 






\ 

G siccome la (3) ò identicamente verificata , comò si può facilmente vedere , 
ci serviremo della relazióne (8). che in questo caso, con semplici riduzioni, diventa 
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(6) q = zcotb-^. 



Derivando rispetto ad a: si ha .- 

coso a'9 / 1 H di cosft g'O \ 

" 8eii6 dxdy \8en*0 dx 3y sentì dxdyj ' 

E confrontando colla prima delle (9), deve essere : 





P 


eoa» 
seno 


31 

ry-' 


1 

8en*{ 


8» 81 


da cui 












m 








P = 


-»"!-: 


Avremo 


dunque 






iz = 


z cot« de. 


Quest'equazione 


s'integra subito, 


e ci dà : 








\oiz 


= log 


senedS + Iogc 



e perciò 

jE = p = cBenO. 

La distanza inflmtesima fra due superficie consecutive del sistema è dunque 
iletermi Ritta sempre ed in modo unico. E potremo dire : 

Ogni super/ìcie tperciclica a flessione costante indtufdtio sempre ed in modo 
unico un sistema triplo ortogonale di cut fa parfe. 

E poiché le superficie ipcrcicUche provengono appunto dai sistemi tripli di 
WeiDgartcn, è confermato cosi il seguente teorema, dedotto per ben altra via 
dal Prof. Bianchì. 

Ogni superficie ipercicUca a flessione costante individua un sistema triplo 
ortogonale di Weinj/orien a flemone costante cui essa appartiene. 

Pisa 1881. 
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AGGIUNTE AD UNA MEMORIA DEL SIG. KUMMER 



GIULIO GIULIANI. 



1. La funzione defloita dall'integrale 

z = / cos*"' w C03 \qCC tang w + nw ) Uta 

soddisfa (Kummer, De iiUegniUbus quibusdam ilofinUis fi seriebus infinitis. 
Giorn. di Creile, voi. 11) alla 

Anche l'integrale 

ì eoa"" ' w cos f s tang <•> + nwj dw 

soddisfa alla (1); però quest'integrale , se A - 1 ed n sodo tutti e due pari o 
tutti e due dispari è il doppio dell'integrale 

s 
j C08*"' w cos ( s- tang it + ntù) dta , 

se h— I è pari ed n dispari, o /t— 1 dispari ed n pari è eguale a lero , come 
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può dimostrarsi facilmeate scomponendolo nei due 



j C08*"'UC08f s-taugbi + fiuìdio 
j C08*"'uco3f -^-tangu + ntoj dea 



e sostituendo nel secondo a u , ic - u. 
Ponendo ora 



U,(h,a;)= I cos'"'wcos( -5- tangw] cosnudu 

V,(ft.») = l 008*"' wsen^Y tangw j sennudw 

si avrà z = V^{h ,x) — V^{h ,x). Le due funzioni U. e V, soddisfano alla stessa 
equatione diCTereniiale del quarto ordine. 
Abbiamo intanto 

d(cos*~'(i>senfs-tang(ii)cosn(i>) = — (/i-l)co8*~*wsen(osen(^tanguJG03 nudili 
+ -r- co8*'»ucosf Y tangti) jcosnu du — ncos*~'M3eo(-g- tangw ) sen nw dto 
e da questa, integrando tra e ^ , 

= -(h- l)j co8*'»u sen (1) sen ( ^ tangw) cosnwdw + 

+ -5- / co8*-»w cos ( Y tang u j cosnu dw - n I co8*-'« sen (^ tangw) sen nw dw 
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AnalogameDtc 

cifcos*"'wcos(s-taDgo)jsenn(tfj = — (h-l)coa*"*wsen(oco8f ■T-tangwjsennfrJdw- 
— -K- cos*~'w sen {-s tangw ) starna (ico + « cos*''u cos ( -5- tangio 1 cosnt^ dio . 

Integrando tra e ^ sostituendo agli integrali i loro vaioli espressi per le 
U e V 

(3) -t(h-l)^ys£i£^-|.Y^(ft-2,ct!) + nU„(A.x) = 

orn 

d»D,(h,aj) »^ 1, , /a;, \ 

— ~-^ — - = — ri cos' »w 8en*(.t cos l-s- tangu y coshw dw = 

~~lì cos*~*wcos(stangolcosnwdw + T| cos*"'iiicos(^tangMÌco3iiwdfe> = 

= - j ll,(h - 2 , a:) + j U, (h , ic) . 
La (2) diviene in conseguenza 



Analogamente 



'-^^^=-h.<''-^'-'+l'.('"=" 



e cosi abbiamo sostituendo nella (3), 



Dalle (4) e (S) ritroviamo, come è naturale, che la U,(h , ir) - V,(ft , a) sod- 
disfa alla (I). Dalla (4) abbiamo, indicando V,(h,a;) e U,(ft,a;) più semplicemente 
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COD V« e U. , 



' (te" ! Ite 2 






; sostituiti questi valori nella (5) 



dir* 



2»(A-2)^+(n«+l-A+^)u, = 0- 



Oalta forma delie (4) e (S) si deduce subito che anche la T. Boditisfn alla (6), 
la quale ha quindi per integrale completo AU,-t- BT„, con A e B costanti arbitrarie. 

Può aversi facilmente anche lo sviluppo in serie di U, e V.. Abbiamo infatti 
(Kummer-metn. ciu forinola (24)) 



(7) I cos*"'(i)co8f-H- tangii) + ntìjdti) = U,-Va = 

itr(ft-l)e » (p(^ — 5 — , ì-h ,xj Ttcos-s-icx*e » ? y — ~— ,ì+h,a) 



^•K^)K^) 



2*senAitr(ft) 



dove r(m) è il secondo integrale euleriano e 
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Cambiando nella precedente n in — n , 

iir(«-l)e"»» ( '"^"" .l-l.ic) 

«cos —-—«are * (p I ^ , 1 + A , x I 

2*seDAitr(ft) 

Le (7) (8), cbe Talgaoo per h frazionario, ci determinano U, e V^. 

Nel caso poi di n pari e h dispari, o di n dispari ed h pari, si riducano gli 
integrali che danno U e V ad altri integrali noti. Infatti sviluppando cosnu colla 
formota 

acosnw = (2co6w)"-^(2co8u)"-» + ^^^--^(2co8(i))*"*- . . . 

l'integrale 

j co8''~'u cos {— tangd) ) cosnudco 
Fi riduce alla somma d'integrali della forma 

/ coa'w cos f -^ tangoij dw. 
Facendo taDght = f, si ha 

(a) I co8'wcosf-5-*'''"8w}<'*^=j *os f Y V iS * 



senUMir: senu 1 (Scosw)"-' — (2cosu)"**> + p^ (i costo)""»— ... j 
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)' integrale 

I coa''"'itJacnfy t«ng(ol sennwdu 
è ridotto alla somma d'integrali della forma 

I cos* u aen w sen ( -=- tang btjdia , 
, 

/ Gos''" n tang (i) sen ( -^ tang u j du. 
Facendo anche qui tang(>> = 7 sì ha 

s 

(P) / co8**'u tang w sen f— tang ojj dti) = / ^aenf^-TJ- 



(»+?») » 



dal Serret alla pag. 199 del suo Calciti Integrai. Tanto quello del secondo 
membro della (a) , come quello del secondo membro della (^) sono dati dal si- 
gnor Biorens de Haan, alla pag. &70 della Exposé de la théorte des propriéiés 
lies forntùee dea iramfìrmation el dcs méthodes d' t^atucUion dee inlégratee, e 

sotto forma di serie e di derivata della funzione e, *. 

Il caso di n dispari ed /t disparì ed n pari ed h pari si riducono ai prece- 
denti scrivendo cos*"'w = c08*~*tT)C03w e facendo uso delie formole che trasfor- 
mano seno! COSI/ , cosfccosy in somme Oi seni o coseni. 

2. Aggiungiamo qualche altra proprietà delle funzioni V^ e V,, Abbiamo (Dini 



:08*"'uc08( s-tangwj =- / cos*~' w' cos f — laiigw' j liw' 
+ - 2j cosano) / eoa*"' w' cos (y tang w'I cos2nw'dw' 
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e in conseguensa in quest' intervallo 

(9) eoa*-' IO COB (~ tang u) = ? Uo + - S U,, cosSnu 

fi (la questa per <o = , 

' = !". + ;!<'- 






Analogamente abbiamo tra e ^ 
(IO) C08*~*tó8en (^ tangwj = -2 V„8en2neo 

e da questa per (o = t 

senf = ^|V,-V, + Y„-.y„ + ...|. 

Le due funiioni U. e V, tendono al limite cero per n = <»; questa proprietà 
può dedursi per le runiioni U, e V, con indice pari dalle (9) e (10) (Rlemann 
Ueber die DarsleUbarkeil einer Function durch cine irigonovietrisclic Reicke j 10). 
Per tutte poi può ripetersi la seguente dimostrazione analoga a quella già citata 

del Riemann. Consideriamo un valore speciale di n e sia p- il multiplo di - 



/•"*« + £ 
J »„ 



is^Y tangwjc 
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i,= t cos''"'uc 

i is-l)'- 



ì(|tang(o)c 



e l'ullinio integrale mancherà se n=^ìm. 
Ora abbiamo 

i,= I C08*"'{oc08 f g-tangwj co8m-idw + 



1 



C08"~'WCOSl 



(ftang»)c 



in ciascuno dei quali cosnu o è sempre positivo o sempre negativo. Indicando 
con H« il massimo valore e con m. il minimo di 

cos"^'(t)cos 1-5- tangbi I 
nell' intervallo 

si ba evidentemente in valore assoluto 
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intero e positivo, per essere allora cos*"' w < cosw , si ha 



_m-4 



co8''"'wcos(5-tangwjcosmo(iw< | coswcosnudw 



Questo è eguale alla somma dei due integrali 



J m- 



cos(n + l)h>d(« e ^ I cos(n - 1)(()d(>t. 



11 primo, ricoriiando che 2n(+1=n, $i trova eguale a 

^^jl-j-j j sen(m + 1)it-sen (mit + m j) } 



una funzione fix) è atta all'integrazione definita nell'ìntervaUo (a,b), diviso questo 
in n intervalli parziali S, ... 5„ nei quali le oscillazioni della funzione siano indicate 
con D, ,D,... D„, è 

iim S5, D, = 0, 



si Ila la proprietà enunciata per la U, ; nello stesso modo potrebbe dimostrarsi 
che lira V, = 0. 



Dalla nota formola 








-^ 


.. 




m—. 
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2n+l 
-Uo + 2U.=n I cos''"*nicos (-7- tangw) ■■ " ' ■ — rfto ; 

2l2l \ l J ili 



r* 2 n + t /^ 

/ 2 ^ -9/ sen(2«+l)wdw 

L'ultimo integrale (Dini , ltf>. ct(. § 19) ha il limite ^ per n = co , quindi 
2n+ 1 



/ sen — -z — u 
lìm I — — ( 



Colla stessa trasformazione si dimostrerebbe che per < a < 5 , si ha ancora 



p 2*n-l 

II. / ^°°— " 



e in conseguenza (Dini, Uh. C((. $ 2S) 



/•» 2n + 1 

lim I cos*"' w cos f — tang u ì " — '■ du = 

= Ttcos*''*(+ O)cos( 5- tang(+ 0)j = it. 
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Cerchiamo ora la somma della serie 



\ f /■("!) U, dx + S r f(x) U, (te 



essondo f{x) tale che il prodotto f(a;) U, (n = , 1 , 2 ...) sia atto all'integrazione 
doQnita tra e 1. Abbiamo 



1 f^ l(x) U, te + S 1^ ((.a!) D, da: = 



//W I Mi'"' 



8 (y languì) . 



2n+l 



e passando al limite per n = (x, per le osservasioni precedenti, abbiamo che la 
somma della serie è ^ I f{x) dx. 
So ne deduce subito cbe 



;//'('r«) 



dn^^^Axì-mìs 



= \l\ rCawt) Uo(ft , n) dn + f [* ^'(tru) U.(h , n) dn . 

dove con /''(xn) si è indicata la derivata prima di fi^n) rispetto ad n, purché il 
prodotto /'(xn) U,(/i, n)(n - , I ■..) sia atto all' integrazione tra e I. 

3. La (I) colla traarormazione z = e *y , diviene 

e questa ammette i due intct^ralì particolari (Kummer, mcin. cU.) 

9 (^ 2 , 1 - h , xj , a^t (^ 2 , 1 + ft . Jc j. 

La f(a,^,x) È convergente in egual grado e incondiiionatamente dall'ordine 
del termini anche per qualunque valore della a: purché finito, e lo stesso è della 
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serie ipergeometrica F ( a , m , p , — ) anche per valori di m superiori a un nu- 
mero scelto arbitrariamente granOe e positivo purché finito. Possiamo concluderne 
(crr. la mia Nota. Sopra la dimostrazione di una forinola di analisi. Giorn. di 
Matem. voi. XXIlj cbe 

<F (o , p , ac) = lim F fa.m,^ ,—j . 

Dalla tormola (Kummer, Veber die hypergeometrische Reike, sei. IV. Gior- 
nale di Creile, voi. IS) 

si ottiene, cambiando x in —, a io m e passando al limite per m = oo , ciò che 
può farsi per le osservazioni precedenti , 



Le due soluzioni particolari della (12) saranno dunque date sotto forma d'in- 
tegrale dalle 

p/l _ li\ f «-fc+i m■^+^ 
LAi "^ I d^v » (l-t?) *~ dv 

Queste due ultime espressioni non valgono però in generale a causa delle 
funzioni che possono divenire infinite sotto il segno integrale a seconda dei valori 
di n e di h. 

Faremo ora qualche osserrasione nel caso di n = h. La (13) diviene in questa 
ipotesi 



(13) 
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che ha per soluzioni parlicoturi 

? (2 , 1 - », a;) e <f„(x) = x" <f (-^^ . I + fi , x) . 

In questo caso il secondo integralo diviene 



^m/;'"-"-- 



eil è finito, perchè la funzione (1 - «) ^ è per V = i inilnìtu di ordine ^ • Ricor- 
dando che r(^ì = s/T e che (Scrret, Calcul Iitlégral , § 519) 



(„+l).^!:(!!0 



r(n) 



e poiché 



r(p) = it(p-H=|.2...(p-l), 
l-'attc pui le riduzioni ncll» serie che d:\ <f„{x), abbiamo ancora 



1,(33)=- 



f,ix) = Zj 



a» + l)(-2n + 3). . .(2 » + 28- 2) tc*^ 
^ (n+l)(n-(-2)...(rt + s) Ti(8) * 

É Tacile ora dimostrare che la 7,(0!) per 11=00 diviene infinitesima (0<|x|<i) 
dcirorUìnc di 3^ o di ordino superiore ed ha un lìmite inrcriore ad e (base dei 
logaritmi naturali) per x— \. Indicando infatti con E una quantità eguale ad e' 
per X positivo e a 1 per a negativo, e ad e per x= I, sì ha 



'''<■''><— .(8n-l) '^^L" <'-"> 
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Osservando c)ih l' integrale del secomlo membro sì può unclic scrìvere 

I «""*" (1 -y)* dv , 
e cosi ù riilotto al primo integrale euleriano, si lia 

a*'-' ii(Tv)ir(fi- 1) V 2 / Va/ 



it ir(2n-l) / aiv + 3 \ 






e riduceodo ed esprimendo le r per le ic, abbiamo finalmente 

<p,(a;; < Ex" 

che prova la proprietà enunciata por |cc| < 1. Per \a;\ > 1 si può dedurre subito 

anche dall'espressione in serie dì ^a(^) che essa diviene inlinita Uelf ordine n. 

Ne deduciamo che l:i serie ^<f^(x) è convergente in egual grado per |ir| < I 



_ 2**-* it(n)i:(n- 1) 
e supponendo |3:| < I , abbiamo 



J • \ - XV 



ed essendo zero, come è Tacile a dimostrare, il' limite per n-oo del secondo in- 
tegrale del secondo membro. 



y y» (JB) _ [' é"'v_ J(\~v) * dt> 

^ O, "'" I —XV 
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4. Se Vix) b una funzione regolare neir intorno del posto fc = 0, abbiamo 
(Pincherle, Sopra alcuni sviluppi in serie per funzioni anuliitc/ie % 11, Afeni. 
deit'^cc. di £olopna, Serte IV, lomo III) nell'intorno del posto stesso 

F(!r)=£c.».te) 





(14) e. = ft, - li.-i d,"' + li,_, d,l"l -... + (- I)" ft, d." 



»,w,i 1 



I ».-,„ 



(love, posto 9,(J5) = 3J" /■,(«!), si è con n,,, indicato 
Eione frivi). 

Per |j/{ > \os\ abbiamo in conseguenza 



il coelRciente di af nella fun- 



1 



= 2c, 9„(a;). 



Le e sono in questo caso funzioni della y, che indicheremo con ^,(i/) e che 
chiameremo funzioni associate delle ?n(ìv), e per essere 



y~x y y* 






.+C-1V 



d,"" 



Imitando le dimostrazioni date dal sig. Neumann {Neumann, Theorie det 
BesseVacken Funclionen, $ 9) per le funzioni I, e 0. , si hanno le seguenti re* 
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/ 9.(a;)<p«(aj)(Ja!=0 fmSnj 
(^ 4'«(a;)i|',(x)(/a; = (m^n) 



nelle quali è una lìnea chiusa del piano della variabile complessa ce che non 
racchiude l'origine e C una linea che può contenere nel suo inlemo anche il punto 
a; = 0. Per n m , abbiamo anche 



/ .^-Ca:)*-' 



(x) ilx = 



Detcrminate cosi le funziunì ^^(x) e le loro principali proprietà, abbiamo, se 
f{x) è runiiono di x regolare entro un circolo C col centro nell'origine e di con- 
torno 8 , 

«"^ = 4/. S "^ = is !'■("=■'(/<="' *■<'"""" 

e nello spazio compreso fra due circoli concentrici C e C, 

'^ ' 2itJ.x-x' 2ici/.'3c-aj' 

Se 8 è la circonferenza di raggio maggiore e s' quella di raggio minore nel 
primo integrale è |a;| > jcc'l e nei secondo [fE]<|3]'|, e quindi 



Devo avvertire che nelU mia aota ( Sopra certa fumioal analoghe alle fanzioni 
cilindriche s pubblicata nel Tol. XXV del Giornale di Hatematiobs , per un errore 
di calcolo ho detto che la fanzione 
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Boddiafa alla 



(a) 



S4^(-^)^- 



ciò che non 6. Aggiungerò a questo proposito che l'equazione 






■-Q 



cho ai rìdnoe all'eqaasione differenziale delle funzioni di Beasel per 



e alla (a) per 



am mette i due integrali particolari 



Le funzioni T si riducono alle funzioni di Bossel I,(^), perchb essendo 



^=sr''-(''+i)wc")- 

Questi risultati sono tolti dalla memoria del sig. Qlaìsber, Oh Riecaii*a 
Equation and its Trantformaiions, Philosophicàt Tranaactions, voi. 172. 

Lucca , Qennaio 1888. 
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SOPRA UN TEOUEHA DI GEOMETRIA AD « DIMENSIONI 



M. PIERI. 



1. Hedianto il principio di corrispondenza relativo ad uno spazio lineare qua- 
lunque fld n dimensioni (*), si può dare una nuova dimostrazione del teorema : 

K Due varietà algebriche contenute in uno spazio lineare S. ad a dimen- 
sioni ftanno a comune in generale (supposto che la somma delle loro dimensioni 
sia >a) una varietà d'ordine egitale al prodotto dei loro ordini v. 

È noto che questa proposizione, la quale costituisce un'importante generaliz- 
zazione del teorema di Bezoiit (n = 2), fu dimostrata sinteticamente dal Ghasles 
nel caso di n = 2, e dal Fouret nel caso di n = 3 , per mezzo del principio di 
corrispondenza relativo alle Torme di prima specie (**) ; ma nel caso di n qualun- 
que non pare che sì conosca di essa alcun' altra dimostrazione all' infuori dì quella 
analitica dovuta all'Ha Iphen (***). 



(*) Il principio dì corrispondenza in uno spatio di qnuite si vogliano dimensioni 
fu oggetto d'cn& mia Nota, pubblicata nei Rendiconti dell'Accademia dei Lincei (icar- 
io 1887). Per altro U medesima generalizzazione del principio di Chasles era già 
siala ottenuta dal compianto Prof. £, Oaporali. V. i snoì frammenti postumi snlla 
teorìa degli spasi a più dimensioni, a pag. S27 della recente pubblicazione : i Me- 
morie di Qeomeiria di E. Caporali a Napoli 1SS8, ed. Pellerono. 

C) V. Fonret t Sur V application du principe de corrtspondanee i la déter- 
tHÌnation du nombrc dea poinla ^ intertection de troia aurfacea oh d'ime courbe gauche 
et «rune surfaee. Bnttetin de la Sooieté Uathématiqne de Fronoe, Voi. I, pag. 258. 

(***) Halphen. Becherdtt» de geometrie à n dimenaiona. Boll. A. I. 8oc. Hath. 
d. Franco, Voi. II, pag. 84. 
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La diinostraiione seguente e sìiiteticai le premesse analitiche su cui è fonduta 
possono ridursi al teorema che e un'equazione algebrica di grado n ha n (oppure 
infinite) radici u ed ai principi) intorno alle proiezioni e intersezioni di spazi lineari. 

2. È chiaro che basterà dimostrare la proposiziono ; a Bue varielA Vp!* , T," 
giacenti in uno spazio S. e fati, c/te la somma p fq delle loro dimensioni sia 
cijiiale ad a, lianno a comune iti generale un numero finito di punti eguale o( 
T^rodoUo p dei loro ordini n poiché da questo caso si passa Tacilmente a quello 
di p + q>n. 

A tal uopo ammetteremo questa proposizione come vera nello spazio S,_, e 
in tutti gli spazi inferiori. Si osservi che tale ipotesi trae seco la conseguenza , 
che B se p + q>n, le due varietà Vp'' , V^" giacenti in S» hanno a comune una 
varietà d'ordine [tv s. 

Inoltre supporremo noto il principio di corrispondenza, espresso dalla formula: 



dove a^ , «e' denotano rispettivamente il numero dei punti, che in due spazi S^ , S't 
sovnipjiosti corrispondono (algebricamente) ad un punto del primo e del secondo 
spazio (*i, d; fi l'ordino della varietà ad i dimensioni che corrisponde ad un S,- 
del primo, ed N^^) il numero dei punti uniti (supposti in numero finito). 

3. Ciò premesso si dimostra subito che : « Entro un S,., , le rette die in- 
contrano due Sj_, e due S„.(_, , indipendemi fra loro , sono in numero di i , 
poslachè 

i_ Kn-i-1 B. 



t" — I = n — i — 1 , onde 2i — 1 = n — I , 

gli spazi Sj che proiettano i punti d' uno qualunque dei quattro S,., da due dui 
rimanenti determinano sul quarto una corrispondenza univoca (omografia), per la 
quale si ha evidentemente 

ff, — a, = . . . = «(_, = 1 . 

e quindi (n-9) 



<*) 8' intende qui pei- punto nn elemento generatore di natura arbitraria, e per 
Bjt nna forma fondamentale (lineare) di specie k. 
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allora quel)' S,f_, che congiunge i due St_, tagliere i due S^.^., secondo due Sf_, , 
epperò si ritoma al caso precedente. 

Sostituendo ad uno tieuli S,., una mnctà V>^,_, , e poscia ad uno degli S^-j-i 
una varietà V^_f_, , per nietzo di un ragionamento notissinio si doiluce tosto che: 
I Entro itn S,_, le rcHe che incontrano dite spazi Sf_| , Ss_(_, e due varietà 

VV, .T*,_t_, (con i-l<o-i-I) 

sono in numero di ixi^xv u. 

4. Consideriamo ora in S, le due varietà ^p^,^^^ . con p + q = n (n. 2); e 
Eiap<(i. Prendiamo nel medesimo spazio un S„_p_, ed un Sp_, fissi Tra gli 
0° '' S._p che passano per queir S«,p_, (i quali generano una forma fondamentale 
di specie p) è facile stabilire una corrìspondenEa algebrica che conduce alla de- 
tormìnatione dei punti comuni alle duo varietà y^ , V. 

Infatti sia II uno qualunque di questi S^^p : esso taglierà la varietà Vp*^ in 
)t punti. Ora i (t spazi Sp che proiettano questi punti dall' Sp_, fisso hanno a co- 
mune con l'altra varietà V * [iv punti, i quali sono proiettati dall' S,^., mediante 
^t spati n' corrispondenti a II. Viceversa, un S^^p preso come spailo II' taglia 
T* secondo una varietà d'ordine v, la quale è proiettata dall' S^., fisso mediante 
un Sp_i — cono d'ordine v avente a comune iiv spazi generatori Sp con rSp_,— cono 
d'ordino p., che proietta dallo stesso sostegno la varietà Vpi^ (n. 3 ). Dunque uno 
spazio n' corrisponde a jjlv spazi D. 

Agli spazi n generanti una forma fondamentale di specie r(r<p) corrispon- 
dono gli spazi II' formanti un S„.p., — cono d'ordine ìjiv. Invero quegli oo' spazi 
n occupano un S,_p^, il quHle ha a comune con Vp*^ una varietà T/; ora 
rSp_, — cono d'ordino v- proiettante questa varietà dall' Sp_j fisso sega (n. 2)V,' 
secondo una varietà y/'' , che è proiettata dall' S«.p_, mediante un cono dello 
stesso ordine [iv , ecc. 

Rispetto alla corrispondenza stabilita si avrà dunque : 

a, = o'. = a, = 0, = . . . = Vi = 1*^ » 
e conseguentemente esisteranno (n. 2) : 
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coincidenze fiu spazi 11 e U' corrìspondeoti. Un certo numero di queste coinci- 
denze è fornii» dalle rette che incontrano ■ due spazi tissi S^, , S._p_, e le due 
varietà Vp'' , V,^. Ha queste rette giacciono tutte quante nell' S.., detenainato dai 
due spHzi Sj,., >S,_p_, , ed il loro numero Tu trovato (n 3.) eguale a piLv. Le 
rimanenti [jlv coincidenze sono date dagli spasi U che proiettano punti comuni 
alle date varietà Vpi^.V,^. 11 teorema proposto è cosi dimostrato io generale, poi 
che esso è vero (a. t.) per n - I = 3. 



Torino, Maggio 1888 
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DEFINIZIONE GEOMETRICA DELIE FUNZIONI EUIHICHE 

NOTA 

DI 

G. PEANO. 



li signor n&lpheii nel suo recente Traile dee fonelUm» eUiptiqaes, eie. . 
definisce geometricamente le funEìoni etlitticlio. Lo scopo di questa breve Mota è 
di dure un'altra deflnisione geometrica di tali funtioni, a mio credere, pifi sem 
plicc e più conforme alle comuni definizioni delle funzioni circolari. 

Sia l'ellisse di equssione —-1-^ = 1 rispetto agli assi ortogonali Ox ed Oy. 
Preso un punto P dell* ellisse, si segnino sui raggio Tettore OP i due punU H ed 
N tali che PM = — ^ , PN = +-^ t ove I è una lunghezza data. Variando P sull'el- 
lisse, i punti M ed K descrivono due concoidi dell'ellisse, ed il segmento HN, che 
giace sul raggio vettore, e il cui punto medio P descrire l'ellisse , descriverà un 
area piana. 

Sia U l'area descritta da MN mentre l'angolo POa: = a varia da ad a, ov- 
vero mentre l'angolo eccentrico (per cui x = a cosi ,y = b son 6) varia da a 4. 
Applicando note formule di calcolo si rìcaTano per U le espressioni : 



(1) V = labr-== — , 

' " vft* cos* a 4- o* sen* a 

«) «^"^f ■ 



Oli integrali clie compaiono in (1) e (2) sono integrali ailiLtici iti prima spo- 
eie ; perciò queste formule possono servire a defluire le runtioni eilitticbe. 

Partendo p. e. dalla (3), supposto a>b, a fatto e= " ~ — , si tia : 



(3) D = I6 



j' m 
■'•Vl-e'sen'»' 
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Quindi, fatto u= jrt (OWero, supposto ( = 6 = 1, fatto u = lt), si ricava : 

(4) = amu. 

Dette co 6 y io coordinate del punto P corrispondente all'angolo eccentrico ft, 
r il suo raggio vettore, si ha : 

(5) a: = a cn u 

(6) y = 6 sn « , 

(7) r-a6au. 

Le formule (4) , (5) , (6) , (7) die si ottengono immediatamente dalla teoria 
delle Tunzionì l'Ilittìchc, possono invece assumersi quali definizioni geometriche di 
tali runsioni. 

Torino, 1 maggio 1888. 
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SULLE CCRTE OSCULATEICI 

QEMINIANO PIRONDINI. 



SI. 

Linee osoulatrìoi dello spazio. 

Siano L , L, due curve qualunque dello spasio rappresentate rispettlTamente 
dnlle equazioni : 

p = p(e) , r = r(8) ; p,=p,{s) . rj=r,{8) 

che ne danno il raggio di curvatura o quello dì torsione in fuDsione dell'arco. 
Siano A , A, due punti di tali linee e supponiamo cbe esse possano essere collo- 
cate in modo da avere in comune i punti jI , A., e gli n punti consecutivi, le curve 
avranno allora comuni n + l punii consecutivi cioè un contatto dell'ordine n. Sta- 
iHlianio le comlizioni analìtiche dì un tale contatto. 

Siccome i punti A , A, e i due loro consecutivi coincidono, dovremo avere i 

p(s) = p,(8)i 

mettendo la condizione che coincidano altri due punti successivi, avremo: 

p (8 + ds) = p, (8 + ds) , r (8) = r, (8). 

La prima, sviluppando in serie le funzioni p(8 + ds) , p, (s + ds) e tonendo conto 
solamente degli infinitesimi di l" ordine, dà: 



e questa condizione, in causa della precedente, sì riduce a : 



voL. xrvi. 
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La coincidenia di quattro punti consecutivi porta dunque alle condiiioni : 

do do, 

P'f- • 5 = ^ • •■ = '•• 

Se si mette la condizione che nelle due curve coincidano cinque punti consecutifi, 
oltre le condisioni precedenti dovranno essere soddisfatte le altre due: 

d'p _ d^ dr _ de, 

da* ds' ' ds ~ ds 

Dì modo che, procedendo con eguale metodo Ano a che nelle due curve coincidano 
n + I punti consecutivi, si arriva al teorema generale, v la condizione necessario 
e sufjicienle perchè due curve L , L, dfllo spazio possano venire ditiposre in modo 
da avere cornimi i pnnti A, A, e gli altri a consecurivi, cioè in modo da avere 
in quei punii un confano di ordine n. è che nei punti A , A, stano soddisfalle 
le seguenti 2n — S condizioni: 

d*p _d'p, d*"»p d""*p, 



dp 


_dp, 


■dF 


ds 


dr 


dr, 


ds 


ds 



d*r _ d'r, d* 'p _ d*~*r, 

ds» "" da*" ' ds"-' ~ ds""» 

Date le due linee L , L, aventi un contatto d'ordine n, indichiamo con S , S, 
i luoghi dei centri delle sfere osculatrici ; con R,R, ;^li spigoli di regresso delle 
sviluppabili rettificanti ; con C , C, i luoghi dei centri di curvatura ; con N . N, le 
linee di stringimento delle snperllcie gobbo delle normnti princi|iali. 

Per la coincidenza dei primi, quattro punti consecutivi delle linee L . L, le due 
curvo S,3| hanno comuni due tangenti consecutive, cioè tre punti consecutivi: 
per ogni altra coppia dei rimanenti n - 3 punti consecutivi delle linee dato r,L, 
che ven;,'ano a coincidere, ha luogo pure la coincidenza di un'altra coppia dì punti 
consecutivi delle linee S , S, , le quali hanno dunque un contatto d'ordine n - !. 

Se le curve L . L, hanno comuni cinque punti consecutivi , le curvo R,R, 
hanno comuni due tangenti consecutive, cioè tre punti consecutivi comuni: nel caso 
generale cho L,L, abbiano comuni n+1 punti consecutivi, le R,R, ne avranno 
comuni n — 1 , cioè avranno un contatto d'ordine n - 2. 

Le curve G , C, , quando L , L, abbiano un contatto di 3* ordine , hanno due 
punti consecutivi comuni, cioè un contatto di 1° ordine, e quindi nel caso generale 
le curve C , C, avranno un contatto d'ordine n — 2. 

In quanto allo linee N , N, basta osservare che esse hanno comuni due punti 
consecutivi quando L , L, ne hanno comuni cinque ; nel caso generalo che questo 
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abbiano comuni n + 1 punti consecutivi, le linee N , N, ne avranno comuni n-i , 
cioè avranno un contatto d'ordine n — 3. 

Si può dunque enunciare il teorema : << Quando due linee hanno in un punlo 
itn confalo d'ordine n, i luoghi dei centri delle sfere osculairici, hanno nel punto 
corrispondente un contatto d'ordine n-1 ; i luoghi dei eenlri di curvatura egli 
spigoli di regresso delle sviluppabili retlificalrici un contatto d'ordine n-2, e le 
linee di stringimento delle superficie gobbe delle normali principali un contatto 
(l'ordine n - 3 b. 

Sta L una curva qualunque dello spailo e C un'elica avente con L il contatto 
d'ordine massimo; se L,G hanno in comune nf 1 punti, si è visto cbe queste 
curve hanno comuni n-2 rette rettificatrici consecutive. Ha siccome le rette ret- 
tiUcatrici di G sono tutte parallele, ò chiaro che generalmente una sola retta ret- 
tificatrice di L può coincidere con una retta rettificatrice di C, cioè 

n~t = i , d' onde n + I = i. 

Dunque n un'etica non ha generalmente con una linea gualungue detto 
spazio (non etica) un conialo superiore al terzo *. 

Sia C una geodetica d'un cono avente con la linea L n+l punti consecutivi 
comuni. In questo caso le rette reUificatrici di C passano per uno stesso punto 
e quindi generalmente due sole rette rettificatrici di L possono coincidere colle 
corrispondenti di C. Dunque 

n — 2 = 2 , d' onde n + 1 = 5. 

Perciò a una geodetica d'un cono non ha ^eneralntenle con una linea Qua- 
lunque detto spazio {non geodetica di un cono) un contatto superiore al quarto t. 

Sia C una geodetica d'un elicoide sviluppabile avente con L n +1 punti con- 
secutivi comuni ; in questo caso tutto le rette rettificatrici di C sono inclinate a 
uoa retta fissa d'un angolo costante, perciò In generale tre sole rette rettifica- 
trici consecutive di L possono coincidere colle corrispondenti rette rettificatrici di 
C. Abbiamo dunque 

n - 2 = 3 , d' onde n -i- 1 = 6. 

Perciò « una geodetica d'un elicoide sviluppabile non ha generalmente con 
una linea qualunque delio spazio (non r/codefica d' elicoide sviluppabile) un con- 
forto superiore at quinto n. 

Da quanto precede, risulta : 

( Le ellclte osculafrtci a una curva data L in un punto sono situate sopra 
cilindri le cui j7eneralrici sono parallele alta retta rettificatrice di L in quel 
punto t. 

( le geoiiciiclìe di coni, osculalricl a una curva data L, se hanno un cou- 
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ga noni col rcrfice nei punlo corrigpoìl' 

,^ ««. e^"' ''^^jiZ'il^PP''^'^^ Teltificalnce di L «. 

/((//" *''' *' 0igol' ""' f'^ari'sso rf^._. ^g, cilin.iro contenente un'elica oscubitricc 

jettie ''''''"^pWeM '^'"' ^^ ^"«f ««e rcltiDcatrici di L, deriva che l'elica oscu- 

^\aM f- *""'' ^^'^^' -^ dei ciliaàro su cui è descritta sotto un angolo t tale, che 

Ulrl" '" , 



• i\ cliiaiD'"'"*' P« '' '■"gg'o <" curvatura della sezione retta del cilin- 



-«)'• 



^0" 



i la porzione della normale principale di L compresa fra 



questa curva e la linea di stringimento della superficie gobba delie normali prin- 
cipali, si potrà enunciare il teorema a tra sezione velia del cilindro corWencnre 
v,ìi' elica oscutoin'ce a una itneo nwdMnqìkt L, ha il centro di cunialuro, cor- 
ris;;i>nclenre al punto di confa'to , suda linea ài sfrfnst'menfo della super/tcìe 
gobba delle normali principali dì L ». 

Questo teorema può essere generalizzato per il caso che la linea osculatrice 
sia una geodetica conica ; infatti nel mio scritto Sude lince a doppia eurvalura 
(questo giornale) ho dimostrato la formola : 

R„ = f sen* t 

dove p è il raggio di curvatura di una geodetica conica, i l'angolo sotto il quale 
essa sega le generatrici del cono e R^ il raggio di curvatura geodetica, sulla sfera 
che Is contiene, della sezione sferica normale del cono passante per il punto con- 
sideralo. 

Ora siccome il vertice del cono si trova sulla retta rettificatrice della curva 
osculata, si ha nel punto di contatto 

tangt = - e quindi 



■©■■ 



Dunque ■ quandu una geodetica d'un nono è oscutofrice in un punfo A a 
una linea qualunque L, la sezione sferica normale del cono passante per A ha 
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per raggio di eurvaluTa (jeodeiica sulla tfera in A tt segmento di normali; ■prin- 
cipale ad L cotnproso fra k G la linea di $lrÌngimcnlo della super^eie delle nor- 
mali prineipali di L n. 

Se una superfìcie è delcrininata da n+1 punti e la linea C Appartiene a 
questa superficie, non potrà avere comune con una linea dello spazio L che n-i 1 
punti aV più, cioè non potrà avere con L un contatto superiore airn"". 

Per consegucjiza a ttna linea sferica, una linea deserilla sopra un cilindro 
di rtvolujEfone e una tinea descriUa sopra »n cono di rivoluzione hanno con 
una linea qualunque dello spazio, non deserilla rispeltivamenlc sulle slesse sv- 
pcrficie , un coniano che huio al più è rispelliwamenie deU' ordine 3", 4", 5" a. 

Siano L e L, due curve simiti , le equazioni caratteristiche di tali linee sì 
possono mettere sotto la forma : 

P = p(8) , r = r(8) ; p,={p(ft*) . '■, = |r(te) 

essendo k una costante. Chiamando a il valore di s che corrìspomle ai punti delle 
due lìnee in cui esse sono a contatto, dobbiamo avere per il contatto di 4* ordine: 

?(<"> = jP(*o) . p'(o)=p'(M , p"(o) = kp"{a), 

r (<j) = 7 r (Ao) , r' (o) = r' (&o) . 

La seconda e la quinta di queste relaiionì ricbiedono, per essere soddisrntte, 
che tanto f' quanto r' non dipendano da s , cosicché si abbia 

p = m8 , r = n« 

con m.n costanti. Allora risulta: 

p, = m8 , r, = ns 

le quali dimostrano che le due curve L,L, sono due etiche cilindro-coniche eguali. 

Si conclude che n due curve simili dello spazio non possono generalmente 
avere fra loro un coniano superiore al terzo ». 

Considerando poi le condizioni del contatto di 3" ordine 

P(<') = SP('') . p'<o) = p'{fce) , r(B)==lr{*;o) 

si vede dalla seconda che per essere soddisfatta richiede che p' non contenga s; 
dobbiamo dunque avere p = ms e quindi anche p, = ms. 
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Dunque « se due curve siniili dello spazio hanno fra loro un confallo di 
3^ ordiite, quando la loro sviluppabile osculalrice si distende sopra un piano, 
»i trasformano in due spirali logarUmiche eguali ». 

Vediamo so una curvti dello spazio L può essere osculata in tutti i suoi punti 
du una medesima curva C non pian». Se p , r sono ì raggi di L e 

F. = /■(s) , r, = 9 (s) 

quelli di G , le condizioni d'osculazione deile curve C , L in un punto corrispon- 
dente al valore s qualunque dell'arco sono: 

9 = f{s) , p'=r(s) . p" = r(s), ■ ■;r = T(8) . r' = ¥'(8), . . . 

Ora se le curve osculatrici C sono eguali fra loro in tutti ì punti di L, ì pa- 
rametri che entrano nelle funzioni f(s),if{8) e dai quali dipende la forma (Iella 
linea C devono essere indipendenti da s. Allora le relazioni : 

p = f{s) , r = (p(s) 

si possono considerare come le equazioni caratteristiche della curva L la quale è 
identica, per conseguenza, alla curva C pure rappresentata dulie stesse equazioni. 
Dunque « se per una linea L dello spazio le curve osculatrici a doppia cur- 
vatura C e appartenenti a una determinata famiglia sono luUe ei7uatt fra loro, 
la curva L k identica alle, curve C i. 

1, 
A' 

che potremo ferificare circa ai raggi di curvatura e di torsione delle due curve 
sono : 



le quali danno un contatto generalmente non superiore al secondo. 

Dunque a una curta a curvatura costante, osculando una curva qualunque, 
non pud avere con essa un cuntotto superiore al secondo i. 

Questa proprietà si veriQca ad es. per ii cerchio osculatore. 

Se poi la curva L, è a torsione costante r , non sarà possibile veriQcnre che 
le seguenti relazioni : 



dalle quali si deduce e una curva a torsione costante, osctilantlo una curva qua- 
lunque, ha con questa un contatto ordinariamente di 3° ordine a. 
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Le due cune 1, L abbiano per dcrormatc piane una stessa curva, cioè diano 
luogo alla stessa linea plana quando la loro sviluppabile osculatrice si sviluppa 
sopra un piano; le due linee avranno la stessa curvatura e quindi generalmente 
non si potrà che soddisfare alle condizioni : 

Pi = P . P/ = P' . Pi" = p" ■ ■ • • 

Quindi n dm curve dello spazio avenli la medesima dev'ormata piana si 
ùsmtano con «n confnHoordi'nariomente non superiore al secondo ». 

8 2. 

Siano p , r il raggio di curvatura e quello di torsione di una linea qualunque 
a doppia curvatura L ; sia G una curva individuata dalle equazioni : 

P, = r(*') . r. = ?{s) 

esprimenti i suoi raggi p, , r, in Tuniione dell'arco s. 

Se nel punto 8= a la curva C è osculatrice ad L, sono verincntc le relazioni : 



T! 



:<i)=p . rio)=?' . r(c)=p", . 

(a) = r , ip' (o) = r' , 9"(c) = r" , . 



dalle quali potremo ricavan; in Tiinzìonc di p e r e delle loro di'rivatc i valori dei 
parametri che entrano nelle Tunsìoni f(^),'r(s) e il valore di o ; i primi servono 
per fissare la Torma della curva oscul-itrlcc C e l'ultimo serve per determinare la 
[losizìone delln curva C rispetto nlln L. 

Applicbcremo qiicsle considerazioni gencrnli ad alcuni casi. 

Geodeiica oonica osculatrice. 

Proponiamoci di determinare la geodetica C d'un cono dì rivoluzione oscu- 
latrice a una curva dello spazio L. 

Bisogna anzitutto determinare in funzione dell'arco il r.iggio di curvatura e 
quello di torsione di C ; per Tare questo, notiamo che un cono di rivoluzione può 
considerarsi come un' elicoide sviluppabile , essendo le sue generatrici inclinate 
d'un angolo costante a una retta. Conseguentemente per una geodetica d'un tale 
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cono dobbiamo avere (*) 



|aro.Ung(^)=^i; + i;.lan|!. 



essendo a U nemiangolo al vertice. Inoltre deve essere ("*) : 

r, a 

essendo a la minima distanza del vertice del cono dalla curva. 
Da queste due relazioni sì deduce facilmente : 



= - — -— i- tang a , r, = ^ ^ 



tang a. 



Nel nostro caso, avendo disponibili tre sole indeterminate, cioè a, a e a non 
possiamo che soddisfare alle tre seguenti rclaiioni fra le (1) ; 

! i i 

(o* + 0*1* (a* + o»)* - ^ , (a* + o*)* . 

i — -T— i-tanffa = p ; *• -^— i-3tanga-o = p' ; ^ ^ tango = r 

dalle quali si ricavano facilmente le altre : 

o* + 0* _ p H (a* + o') _ r _ ' _ P 

3c ~ p' ' 3o* ~ p' ' a~ r' 

Queste relazioni ci offrono dopo qualche calcolo : 

3'- , 3(£)' 



i = p 



le quali servono , come ora mostreremo , a determinare completamente di forma 
e di posiiione la geodetica conica osoulatrice. 



(*) Sludi geimelrUi relatioi specialmente alle superficie gobbe. Questo gior- 
nale , 1885. 

{■') 1. e. . 
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Tale curra ha colla L un contatto di 3" ordine, il cbe si deduce dalle con- 
ditioni che abbiamo verificate precedentemente ; per qmista circostanza il vertice 
del cono contenente la geodetica osculatrico è bensì situata sulla retta rettifica- 
trice di L, ma non generalmente sullo spigolo di regresso della sviluppabile rei- 
tiOcatrice. 

Se chiamiamo S la distanza fra il lertice del cono e il punto di contatto 
(Ielle curve C , L ed i l'inclinazione della geodetica C sulle generatrici del cono, 
abbiamo : 



siccome poi, in causa d'una nota proprietà delle geodetiche delle sviluppabili 
sarà: 




Invece la distunsa A tra un punto d'una curva e il corrispondente punto dello 
spigolo di regresso della sviluppabile rcttìncutricc è data cosi (V. mia memoria, 
1. e.) 



"l-MO"l'^M^ 



Mettendo la condizione cbe sia A=:R risulta un'equazione che si può , dopo 
qualche trasformazione, scrivere cosi: 
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tntegraDdola, si ha; 



Dunque n il luogo geometrico dei vertici dei coni di rivoluzione contenonft 
le geodelicke coniche osculalrici a una curva dello spazio coincide collo spigolo 
di regresso della sviluppabile reKi^alrtce di tale curva solamente quando sia 
verificala la condizione 

,=*[,. (I)T- 

Le coordinate x ,y ,z d'un punto qualunque di una linea dello spasìo sì pos- 
sono mettere sotto la forma : 

I U K 8en (p J U K sen 9 J 



(3) 



ZsRcosf 



essendo s l'arco, B il raggio vettore che parte dall'origine degli assi e ? l'angolo 
che tale raggio rettore fa coll'asse delle z. 

Se dunque assumiamo l'asse del cono per asse delle z, avremo : 

9 = 0, quindi ?' = ; 



R=\/a» + 8» 

e quindi le precedenti, applicate al caso della geodetica d'un cono di risoluzione, 
assumono la forma : 



(») 



[arctang-1 

sena -■ 

[arctang-l 
.I , 
sena J 



\z = \'c* + 8*'C«sa. 
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Siccome queste formolo per 8 = divengono 

x = a&iaa , y=0 , z=acoaa 

si conclude che l'asse delle a; è la retta condotta per il vertice parallelamente 
alla perpendicolare all'asse condotta pel vertice della geodetica (punto di questa 
cjfva pili prossimo al vertice del cono). 

Cambiamo gli assi ox , oy prendendo per nuovo asse delle a> la retta con- 
dotta per il vertice del cono parallelamente alla normale all'asse condotta per il 
punto di contatto A; chiamando o$ , o)] , oC i nuovi assi, bisognerà determinare 
l'angolo 6 dei due assi ox , o^. Si osservi per questo che le coordinate della prò- 
ieiione di A sul piano 2 = sono date dalle due prime (i) quando si ponga in 
esse al posto di s il valore o dato dalla tersa delle (2). Cosi facendo, risulta 



tango 



farctang-l 
m ° L sena J 



- = ° , sarà 
a r' 



are taog - 



Tenendo conto di questo valore di e facendo il detto cambiamento d'assi, 
risulta 



v^ + 8* sen a sen 



f j] = va* + s' sen a cos 
5= ^* + «*-oosa. 



[are tang ^ — are tang - 1 
sena J ' 

[ are tang- -aro tang- 1 
sena J ' 



Ora cambieremo nuovamente il sistema d' assi coordinati scegliendo per asse 
delle X la' tangente alla curva L , per asso delle y la normale principale e per 
asse delle z la binormale. 

Chiamando x^,yo,ZQ le coordinate della nuova orìgine A rapporto agli assi 
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La coincid«nia di' quattro punti consecutivi porta dunque nlle condizioni : 



So bì inette la condizione che nelle due curve coincidano cinque punti consecutifi, 
oltre le condizioni precedenti dovranno essere soddisfatte le altre due: 

d*p _ dVi dr _ dr, 

ds* ~ ds» ' ils ~ ds ' 

Di modo che, procedendo con eguale metodo fino a che nelle due curve coincidano 
n + t punti consecutivi, si arriva g1 teorema generale, a La condizione necessaria 
e sufficienle perclib due curve L , L, dt'Uo spazio possano venire disposte in modo 
da avere cornimi i punii A , Ai e gli altri a consecutivi, cioè in modo da avere 
in quei punii un conlaito di ordine a. è che nei punii A , A, siano soddisfalle 
le seguenli 2" - S condizioni ; 

_ dp _dp, d*p _d'p, d*~*p d'~*p, 

^ ~ ^' ' ds ~ ds ' ds* ~ ds» ' da'^ ~ ds""» 



d*-'p _ d— V^ 



Date le due linee L , L, aventi un contatto d'ordine n, indichiamo con S . S, 
i luoghi dei centri delle sfere osculatrìcì ; con R , R, i^lì spigoli di regresso delle 
sviluppabili retlidcanli ; con C.C, ì luoghi dei centri di curvatura: con N . N, le 
linee dì stringiinento delle supcrdcie gobbe delle normali principali. 

Ter la coincidenza dei primi, quattro punti consecutivi delle linee L , L, le due 
curve 8,3, hanno comuni due tangenti consecutive, cioè tre punti consecutivi: 
per ogni altra coppia dei rimanenti n - 3 punti consecutivi delle linee date I, , L, 
che vendano a coincidere, ha luogo pure la coincidenza di un'nltra coppia di punti 
consecutivi delle linee S , S, , le quali hanno dunque un contatto d'ordine n - 1 . 

Se le curve L . L, hanno comuni cinque punti consecutivi, le curve R,R, 
hanno comuni due tangenti consecutive, cioÈ tre punti consecutivi comuni; nel caso 
generale che L.L, abbiano comuni n+t punti consecutivi, le R,R, ne aTranno 
comuni n — 1 , cioè avranno un contatto d'ordine n - 2. 

Le curve C , C, , quando L , L, abbiano un contatto di 3* ordine . hanno due 
punti consecutivi comuni, cioè un contatto di 1" ordine, e quindi nel caso generale 
le curve G , C, avranno un contatto d'ordine n — 2. 

In quanto alle lineo N , N, basta osservare cbe esse hanno comuni due punti 
consecutivi quando L , l| ne hnnno comuni cinque ; nel caso generale che queste 
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abbiano comuni n+1 punti consecutivi, le linee N , N, ne avranoo comuni n-2 , 
cioè aTranno un contatto d'ordine n — 3. 

Si può dunque enunciare il teorema : k Quando due linee /tanno ti un punto 
un coniano (Sordine n , i luoghi dei cenfri delle sfere o!tctilajrict /tanno net punto 
eorrispondeiHe un coiilatlo d'ordine n-1 ; i luoghi dei centri di curvatura egli 
spigoli di regresso delle sviluppabili reUifUsatrici un confatlo d'ordine n-2, e le 
ttnce di stringimento ddle superficie gobbe deUe normali principati un conlado 
(l'ordini! n - 3 ». 

Sia L una curva qualunque dello spatio e C un'elica avente con L il contatto 
d'ordine massimo; se L , G hanno in comune nf 1 punti, si è visto cbe queste 
curve lianno comuni n~ 1 rette rettificatrici consecutive. Ha siccome le rette ret- 
tiflcatrici di G sono tutte parallele, è chiaro cbe generalmente una sola retta ret- 
tificatrice di L può coincidere con una retta rettificatrice di G, cioè 

n - 2 = 1 , d' onde n + 1 = 4. 

Dunque e un'elea non ha generalmente con una linea qualunque dello 
spazio (non elica) un contatto superiore al terzo >. 

Sìa C una geodetica d'un cono avente con la linea L n+1 punti consecutivi 
comuni, in questo caso le rette rettificatrici di G passano per uno stesso punto 
e quindi generalmente due sole rette rettificatrici di L possono coincidere colle 
corrispondenti di G. Dunque 

n - 8 = 2 , d' onde n + l = 5. 

Perciò a una geodetica d'un cono non /m £reneralmenie con una linea qua- 
lunque dello spazio {non geodetica di un cono) un contatto superiore ai guarlo i. 

Sia G una geodetica d'un elicoide sviluppabile avente con L n+l punti con- 
secutivi comuni ; in questo caso tutte le rette rettificatrici di G sono inclinate a 
una retta fissa d' un angolo costante , perciò in generale tre sole rette rettiSca- 
trici consecutive di L possono coincidere colle corrispondenti rette rettificatrici di 
C. Abbiamo dunque 

n - ? = 3 , d' onde n + 1 = 6. 

Perciò u uno geodetica d'un elicoide sviluppabile non ha generalmenle con 
una (tnea qualunque ditlio spazio {ìion geodetica d' elicoide sviluppabile) un con- 
tallo superiore al quinto v. 

Da quanto precede, risulta : 

I Le elicile osculatrid a una curva data L in un punio sono stluate sopra 
cfttndrt le cui generatrici sono parallele alta retta rellificoÀrice di L in quel 
punto B. 

« Le geodetiche di coni, osculatrid a una curva data L, se hanno un cou- 
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tallo di i" ordiìie con essa, sono situate su coni col vertice nel punto corrìspon- 
denle dello spigolo di regresso della sviluppabile retti flcalrice di L n. 

Dalla proprietà che le (generatrici del cilinilro contenente un'elica osculntricc 
a una linea L sono parallele alle rette rcltìflcatrici di L, deriva che l'elica oscu- 
latrico sega le generatrici del cilindro bu cui è descritta sotto un angolo t tale, che 

lang i = - . 

Se quindi cbiamiamo pg il niggio di curvatura della sesione retta del cilin* 
dro, nel punto di contatto avremo : 



Po=p8en»i=- 



■cr 



Siccome — V-r-» è In porzione della normale principale di L compresa fra 

'-© 

questa curva e la linea di stringimento della superficie gobba delle normali prin- 
cipali, si potrà enunciare il teorema a la sezione retta del cilindro contenente 
un'elica osculatrice a una linea qualunque L, ha il centro di curvatura, cor- 
rispondenlc al punto di contano , sulla linea di slringiviento della superficie 
goblia delle normali principali di L i. 

Questo teorema può essere generalizzato per il caso che la linea osculatrice 
si» una geodetica conica; infatti ne! mio scritto Sulle linee a doppia curraluro 
(questo giornale) bo dimostrato la furmola: 

Rj=(.sen*i 

dove p è il raggio di curvatura di una geodetica conica, i l'angolo sotto il quale 
essa sega le generatrici del cono e R, il raggio di curvatura geodetica, sulla sfera 
ohe la contiene, della sezione sferica normale del cono passante per il punto con- 
siderato. 

Ora siccome il vertice del cono sì trova sulla retta rettificatrice della curva 
osculata, si ha nel punto di contatto 

f * 

tangt = - e quindi B,= 



■ay 



Dunque < quando una geodetica d'un nono è oscuiofrfce in ttn punfo A n 
una linea qualunque L, fa sezione sferica normale del cono possanfe per A ha 
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per raggio di curvatura geodetica sitila sfera in A ti segmento di normale, prin- 
cipaie ad L compreso fra k e la linea di slringimcnlo della superficie delle nor- 
mali principali di L ». 

.Se una superficie è delerininatH da n+1 punti e la linea C Appartiene a 
questa superficie, non potrà avere comune con una lino» dello spatìo L che n^ 1 
punti al pili, cioè non potrà avere con L un contatto superiore all'ti»"'. 

Per consefpjcjiza n una linea «/'erica, una tinca deserilla sopra un cilindro 
di rivoluzione e una linea descrtUa eopra un cono di rivoluzione hanno con 
una linea qualunque dello spazio, non descritta rispeUivamentc sulle stesse su- 
perficie , un contallo che tutto al più è rispettivamenle dell'ordine 3", 4', 5" ». 

ijiano L e L, due curve simili , le equazioni caratteristiche di tali lìnee si 
possono mettere sotto la forma : 

p = p(s) , r = r(8) ; Pt=if(ke) , r, = ^r(/») 

essendo k una costante. Chiamando a il valore di s che corrispomle ai punti delle 
due linee in cui esse sono a contatto, dobbiamo avere per il contatto di 4" ordine: 

P (0) = g P (ft«) . P' (0) = p' (Ao) , p" (a) = k p" (o), 



La seconda e la quinta di queste relazioni richiedono, per essere soddisfiitte, 
che tanto p' quanto r" non dipendano da s , cosicché sì abbia 

P=m8 , r = n« 

con m.n costanti. Allora risulta: 



le quali dimostrano che le due curve L,L, sono due eliche cilindro-coniche eguali. 
Si conclude che « due curve simili dello spazio non possono generalmente 

avere fra loro un conlallo superiore ai (erzo ». 

Considerando poi te condiiiooì del contatto di 3* ordine 

PCoì^fcPW . p'(o) = p'(M , r(o) = j.r(fco) 

si vede dalla seconda che per essere soddisfatta richiede che p' non contenga s; 
dobbiamo dunque avere p=:ms e quindi anche p, = m8. 



d=y Google 



K 262 K 

Dunque b se due curve simili dflWo spazio /tanno fra loro un contailo dì 
3" ordine, quando la loro sviluppabile osculairtce si dìsiende sopra tot pùmu, 
si trasformano in dite spirali logaritmiche eguali ». 

VeOiamo so una curva dello spazio L può essere osculata in tutti i suoi punti 
da una medesima curva C non piana. Se p , r sono i raggi di L e 

e. = W ■ ^ = ?(*) 

quelli di C , le condizioni d'osculazione delle curve C,L in un punto corrispon- 
dente al valore s qualunque dell'arco sono: 

p = r(s) , p'=r(s) . ?" = f"{s),. .;r = 9{8) , 7-' = 9'(s), . . . 

Ora se le curve osculatrici C sono eguali fra loro in tutti i punti di L, i pa- 
rametri che entrano nelle funiionì f(s),f[s:) e dai quali dipende la forma della 
linea G devono essere indipendenti da s. Allora le relazioni : 

e = f(s) , r = ?(s) 

si possono considerare come le equazioni caratteristiche della curva L hi quale è 
identica, per consegueuia, alla curva C pure rappresentata dalle stesse equazioni. 
Dunque u se per una linea L dello spazio le curve osculatrici a doppia cur- 
vatura C e apparlencntt a una determinata famiglia sono tulle eguali fra loro, 
la curva L è tdenfica atte curve C i. 

La curva L, osculatrìce di L sia a curvatura costante -; le sole condizioni 

cite potremo verificare circa ai raggi di curvatura e di torsione delle due curve 
sono: 

le quali danno un contatto }<eneralmente non superiore al secondo. 

Dunque v una curva a curvnfura cosfanle, osculando una curva qualunque, 
non pud avere con essa un contatto superiore al secondo ». 

Questa proprietà si verifica ad es. per il cerchio osculatore. 

Se poi la curva L, è a torsione costante t , non sarà possibile verificare che 
le seguenti relazioni : 



dalle quali si deduce t ima curva a torsione costante, osculando una curva qua- 
lunque, ha con questa un contatto ordinariamente di 3° ordine t. 



d=y Google 



K 263 )( 

Le (tuo curve L| L abbiano per ilerormatc piane una stessa curva, cioè diano 
luogo alla stessa linea piana quando la loro sviluppabile osculatrìce si sviluppa 
sopra un piano; le due linee avranno la stessa curvatura e quindi generalmente 
non si potrà che soddisfare alle condizioni : 

p, = p , p,' = p' , p," = p" .... 

Quindi K dm curve dello spazio aventi la medesima deformala piana si 
osculano con un conlatto ordinariamente non supenore al secondo ». 

j j. 

Siano p , r il rajfgio di curvatura e quello di torsione di una linea qualunque 
a doppia curvatura L ; sìa C una curva individuata dalle equasioni : 

p, = ^(fl) . T, = f(s) 

esprimenti i suoi raggi p, , ri in funtione dell'arco s. 

Se nel punto s = o la curva C è osculatrice ad L, sono veriflcatc le relationi: 

(1) 1 

i, 9 (fl) = r , ?' ia)=r' , tf"{a) = r" , . . . 

dnllc qnali potremo ricnvnre in Tiinzione di p e r e delle loro dt^rivate i valori dei 
pariimetri cbc entrano nrilc riunioni f(x).if{s) e il valore di o ; i primi servono 
per fissiire la forma della curva oscul^itrice C e l'ultimo serve per determinare la 
posizione della curva (' rispolto alla L. 

Applicheremo queste considerazioni generali ad alcuni casi. 

Geodetica conica osculatrice. 

Proponiamoci di determinare la geodetica C d'un cono di rivoluzione oscu- 
latrice a una curva dello spazio L. 

Bisogna anzitutto determinare in funzione dell'arco il raggio di curvatura e 
quello di torsione di C ; per fare questo, notiamo che un cono di rivoluzione può 
considerarsi come un' elicoide sviluppabile , essendo le sue generatrici inclinate 
d'un angolo costante a una retta. Conseguentemente per una geodetica d'un tale 
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cono dobbiamo avere (*) 



^aro.ang(^)=.Ji; + i;. tanna 



essendo a il semiangolo al vertice. Inoltre deve essere (**) : 

r, a 

essendo a la minima distanza del vertice del cono dalla curva. 
Da queste due relazioni si deduce facilmente : 



(a* + 8»)* ^ 

Nel nostro caso, avendo disponibili tre sole indeterminate, cioè a, a e o non 
possiamo che soddisfare alle tre seguenti relazioni fra le (1) : 



dalle quali si ricavano facilmente le altre : 

a* + 0* _ p _ rt (a* + o') _ r a p 

3s "" p' ' 3o* ~ p' ' a~ r' 

Queste relazioni ci ofTrono dopo qualche calcolo : 

(2) a = p — ^ I . ■ : tanca = ■' ' ; a = ù 

le quali servono , come ora mostreremo , a determinare completamente di forma 
e di positione la gcodetic;i conica osoulatrice. 



(*) Studi geometrici relatiei specialmente alle superficie gabbe. Questo gior- 
nale , 1885. 
(") 1. e. 
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Tate curra ha colla L un contatto di 3" ordine, il cbe si deduce dalle con- 
dìiioni che aòhiaino verificate precedentemente ; per questa circostanza il vertice 
del cono contenente la geodetica osculatricc è bensi situato sulla retta rettifica- 
trice di L, ma non generalmente sullo spigolo <li rei^resso della sviluppabile ret- 
tifleatrice. 

Se chiamiamo R la distansa fra il vertice del cono e il punto di contatto 
delie curve C , L ed i l'inclinazione della geodetica C sulle generatrici del cono, 
abbiamo : 



siccome poi, in causa d'una nota proprietà delle geodetiche delle sviluppabili 

sarà: 

£ 



v'+e)' 



E sostituendo a ■: il valore precedente : 



Invece la distanza 1 fra un punto d'una curva e 11 corrispondente punto dello 
spigolo di regresso della sviluppabile rettificatrice è data cosi (V. mia memoria, 
I. e.) 

Kettendo la condizione che sia A = R risulta un' equazione che si può , dopo 
qualche trasformazione, scrivere cosi: 
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Integrandola, si ha : 



L' + iyj 

Dunque n {( luogo geometrico dei vertici dei coni di rivoluzione contenenrì 
te geodeticke coniche oscuiatrict a una curva dello spazio coincide collo spigolo 
di regresso della sviluppabile reltificalrice di tale curva solamente quando aia 
veriUcala la condizione 

Le coordinate x,y ,z d'un punto qualunque di una linea dello spazio si pos- 
sono mettere sotto la forma : 

r /vì^R-'-B»?'* j 1 _ r /'^/l-R•»-RV* j 1 

I /—„ ^- ds , y = Rsen?8en / -5— jj ^ ds 

Ij R sen 9 J \j R sen ip J 



(3) 



, ir = Bsen7C03 



Z = Rcosip 



essendo B l'arco, R il raggio vettore che parte dall'origine degli assi e f l'angolo 
che tale raggio vettore fa coll'asse delle z. 

Se dunque assumiamo l'asse del cono per asse delle z, avremo : 

9 = 0, quindi 9* = ; 



e quindi le precedenti, applicate al caso della geodetica d'un cono di rivoluzione, 
assumono la forma: 



(») 



[arctang-1 

sena J 

farctang-l 
sena J 



\z = Va* -t- e* -cosa. 
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Siccome queste forniole per s = divengono 

x = a sen a , j/ = , z = a eoa a 

si conclude che l'asse delle x è la retta condotta per il vertice parallelamente 
alla perpendicolare all'asse condotta pel vertice della geodetica (punto di questa 
curra più prossimo al vertice del cono). 

Cambiamo gli assi oas,oy prendendo per nuovo asse delle so la retta con- 
dotta per il vertice del cono parallelamente alla normale all'asse condotta per il 
punto di contatto A ; chiamando o^ . o>i , oC i nuovi assi , bisognerà determinare 
l'angolo 6 dei due assi ox,o%. Sì osservi per questo che le coordinate della prò - 
ieiione di A sul piano 2 = sono date dalle due prime (i) quando si ponga in 
esse al posto di s il valore o dato dalla tena delle (S). Cosi facendo, risulta 



tango = -^ = cotgl ■ 



l^arc tanghi 



arctang^ 



Tenendo conto di questo valore di 6 e facendo il detto cambiamento d' assi , 
risulta 



[arctang- - arctang- 1 
1 
sena J 

[arctang- - arctang-l 
sena ' J ' 



I )j = Vo* + 8' sen o cos 
\ 5= ^/(l' + 8'■coaa. 

Ora cambieremo nuovamente il sistema d'assi coordinati scegliendo per asse 
delle X latangeote alla curva L , per asse delle y la normale principale e per 
asse delle z la binormale. 

Chiamando Xb'Vo'^o '^ coordinate della nuova origine A rapporto agli assi 
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o(§i)]<0. queste coordinate saraooo : 



(6) 



[■ 

((,= -Ja* + 0* sena sen 1 

, [' 

, = •Ja* + 0* sen a eoa 1 



arctang--arctang- 
seoa 

arctang°-arctang- 



Zf = va* + o* cos a. 
Per i coseai direttiri dei nuovi assi rapporto agli antichi, si ha : 
003(6 .x) = , cos (5 ,y)-cosa . cob(6 , 2) = scna ; 
008(1, a:) = h- =-7=.,cos(t,v) = sena, 

,, , a cosa 
cos(;,z)= --- ■ ; 
Va» + 0* 

, . /n* + 0* sen» a , v « 

cos(>i,a!)= ■y— ^j-^^-j — . eo8()i,y) = 

COB(Jl,t) = 



Va* + 0* 



PtìF mezzo di questi valori si potrà ottenere il cambiamento detto d'assi e 
i avrà : 



ATSii , . . . r»rolangH-arctong'-l ) 

x = Xa+ 1 va*+a*s6n'«-scnttcos I I + ocos^af 

r-: — zi i sena J 






m 



ITarc tang - - are tang - 1 ) 
sen -\ + lUeno 
L seno J ' 

[are tang- — are tang - 1 
sena .1 



( I are tang^ — are tang 

z = Zq+ \/a'+s*l sen» a sen 



fare tang - — are tang ■ 
+ senacofia. «na — 






Digilzedo, Google 



)( 269 K 

Si ha cosi il teorema a le coordinale d'un punto qualunque di una geodetica 
di un cono di n'voluztone osculafrtce a ima curva Qualunque L, quando ai ri- 
feriaca al triedro formalo dalla tangente , dalia normale principale e dalla di- 
normale, sono date dolle equoziont (7) nelic quait Xo i To ' 'o ^<"*<' ^'^ dalle (6), 
e di pt{[ la minima disfansa a del Ja qeodcfica dal verlice del cono , il semian - 
^olo CE al verfice di questo cono e l'orco a della geodetica intercetto fra il vertice 
della carta e il pnnto di coniano sono dati dalle (2). 

La curva osculalrice ha con L un contaflo generatmcnle di 3" ordine i. 

Elica oilindro-oonioa osoulatrìoe. 

I raggi Pi ,r, dell'elica ciliaiiro-conica C sono dati come segue 

p, = 08 , r, =tangi-a8 

essendo i l'angolo sotto il quale l'elica sega le generatrici del cilindro ed a una 
costante. I tre parametri a,i,a (esscn lo a il valore dell'arco s di C corrispon- 
dente al punto di contatto) si potranno determinare mettendo la condizione che 
l'elica G abbia colla curva L un contatto di terzo ordine. 
Le condizioni da soddisfare sono : 

as = p , a=:f' , tangÌ'ao = r 

dalle quali si deduce facilmente : 

a = f' , tangi = - , 0=-^. 

Le due prime servono a fissare la forma della curva osculatrice e la terza a 
fissare la sua posizione relativamente alla curva L. Se p^ e 8, sodo il raggio di 
curvatura e l'arco della sezione retta del cilindro contenente l'elica osculatrice , 
u ha 

f^ = fi, sen* i = 08 • aen* i 
e nccome 

eo=''SCnÌ 
liaulta : 

()a = So'Oseni 

Ora nel punto di contatto dello curve C , L abbiamo : 

. f 

a -e , sen t = - — ; 

Vf' + r» 
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dunque sarà: 

(8) 



V'^©- 



Perciò « la spirale logarilmica. sezione rella del cilindro conienenle l'elica 
cilindro-conica oscula^rice a una curva qualunque, sega i raggi vettori aoUo l'an- 
golo costante a dato dalla relazione 



cotga = ^ — . 



La relaEione (8) obe dà la sezione retta del cilindro, unita alla proprietà che 
il cilindro contenente l'elica osculatrice ha le generatrici parallele alla retta rct- 
tiflcatrice di L corrispondente al punto di contatto , serve per trovare elTettiva- 
mente tale cilindro e quindi aDcbe l'elica osculatrice descritta su di esso. 

Se è il polo della spirale logaritmica sezione retta del cilindro, P un paoto 
qualunque dell'elìca, P^ il punto corrispondente della spirale, si ha : 

OPq = s^C0Ba , PPq = So cotgi 
quindi : 



B = OP = p( -jcos* a + totali = seni Vco8*a + cotg*i-s; 

e ponendo per semplicità 

seni Vco8*o + cotg»i = ft 
risulterà : 



L'angolo f che il raggio vettore B fa coli' asse delle z , essendo dato dalla 
reiasione 



cotgi 



Vcos*a + cotg»i 



& costante; applicando quindi le formolo (3), s) ha per coordiaate d'un punto 
qualunque dell'elica cilJndro-conica : 

a = K8'8en»'00B -; logsi , « = fcs-senip'8en -r— ' — logs , 

Z = ft«-COSf. 
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Sostituiamo all'asse delle a; la normale principale della linea L nel punto che 
si considera A; cliiumando Si)].f le nuove coorilinate e 6 l'angolo dei due assi 
3s , \ avremo : 



''"'" = (l),., = '""«[Ìkn7'»8"]' 



" ftsen? 
Sari dunque : 

5 = Ayi-Ben?-cOB[^-^Iog(M)] , i( = Rs.sen9.sen[^^Iog(o8)] 

Cambiamo ora assi prendendo per asse 'delle x la tangente, per asse delle y 
la normale principale e per asse delle z la binormale di L. Le coordinate as^,'^^-,z„ 
della nuova origine rapporto agli assi \,ri,X, sono : 

Si ha inoltre: 

cos(5,a:)=0 , co3(5,S) = l . co8(5,3) = 0; 



cos (»] , K) = — ===== , eos(j],y) = , cosCj],j!) 






r 

4 P 

- _ , CD8(T;,y) = , cos(E,z) = - 
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e quindi le nuove coordinate x,y ,z sono date nel seguente modo : 

(9Ì / i/ = 'M-8ene-cosr4— ^'log(a8)l 

= ---^^ jsen«-senrii^l^log{o8)l+-co89l. 

v' + y 

Abbiamo cosi il teorema: a in ogni punto di una curva dello spazio esiste 
un'elica cUindrO'Conica osculalrìce, avente colla curva un coniaUo dt 3° ordine; 
le coordinare d' un punto Qualunque di una fate etica espresse per V arco e ri- 
ferite al triedro formalo daUa tangente, dalla normale principale e daUa binar- 
male sono date dalle (9) nelle quali l'angiolo i sodo il gitale l'elica sega le ge- 
neratrici del cilindro è dato dalla relazione tang\ = - , l'angolo a solfo U quale 

P 
la spirale logaritmica sezione retta del cilindro s^ga i raggi vettori è dato dada 

relazione tang « = -; V* + (^ ' > '*• porzione o dell'arco di spirale compreso fra 



i cui la curva è elica è dato dalla relazione C08ip = 



— cotgi 



Vcos*a + cotg*i 



coslanle definHa dalia rp.lazionc k = scni ^/cos'a-f cot^;' i i. 
Elioa oìroolare osculatrice. 

Indicando con a il raggio di curvatura costante e con b il raggio di torsione 
costante dell'elica circolaro, non potremo in questo caso soddisfare che alle due 
condizioni seguenti : 

a=p , 6=r 

le quali Qssano completamente l'elica osculatrice. 

Si può osservare che tale elica ha colla data linea un contatto di 2* ordine; 
per tale contatto è sufficiente la condizione a = p ed infinite sono le eliche circo- 
lari che hanno un tale contatto colla data linea ; l'elica osculatrice è quella nella 
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quelle oltre la condizione a = p b so()>lisr>iUH l'altrii 6 = r, la qualo però Don fa 
aumentare l'ordine del contatto- 

Per teoremi del S precedente la sezione retta del cilindro contenente V elica 
osculatrice ha il centro di curvatura corrispondente al punto di contatto sulla 
lìnea di stringimento della superficie gobba delle normali principali della curva 
nsculata L , ed oltre ciò le generatrici del cilindro sono parallele alia retta ret- 
tificatrice di L. 

Avremo dunque il teorema i l'etica ctrcotarc osculalrice a una tinca L dello 
spazio è descritta sopra un cilindro il cui asse è la minima distanza di due 
nornmti principali consecutive ; essa sega le generatrici del cilindro GoKo un 

oiijolo i tale che tangi = - b. 

Per trovare l'elica osculatrice nella sua posizione efTettiva, si procede analo- 
iiamente al caso precedente e si giunge alle equaiioni : 



/seni \ /seni \ 

<r = Po eoa (^--— 8 j , y = Po sen (^— s j , 



quando l'asse delle x sia I.i normale principale, quello d< Ile z la minima distanza 
di due normali principali consecutive della curva osculata L e l'asse delle y la 
normale al piano dei due primi. 

Ricordando t valori di p, e di i , e prendendo per nuovi assi la tangente, la 
normale principale e la binormale di L, si arriva allo espressioni : 



sen 







-©' 






TTi \ « + — r-^-^ ^ sen 1 -^ s J 



le quali ci danno le coordinate d'un punto qualunque dell'elica circolare oscula- 
tricc espresse per l'arco. 

vuL. xxn. Zi) 
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8 3. 

Curve osoulatrioi sulla efera. 

Una cuna sulla «fera ò completnmente nota di forma quando sia dato il suo 
raggio di curvatura geodetica in funzione dell'arco. 

Supponiamo che due curve sferiche L , L, deGoito dalle relazioni : 

p = p(8) . p, = p,(8) 

abbiano In un punto un contatto di online n, cioè n+ I punti consecutivi ooin- 
cidcntì. La coincidenza di tre punti conseculifi delle curve porta che in quel punto 
Bi abbia : 

p(S) = p,(9). 

So un quarto punto di L, coincide con un quarto punto consecutivo di L , 
oltre ia relazione precedente bisogna che sia soddisfatta l'altra : 

p (8 + ds) = p, (s + ds) 

la quale relazione, sviluppata limitatainente ai differenziali di 1*> ordine, diviene: 

questa, in causa della prima, sì scinde nelle due : 

La coincidenza di un altro punto di L, con un altro di L, porta alle condizioni 



p(s) = p,(s) 



dp_ dpj^ dy_ _ d'p, 
ds ~ ds ' ds* " ds* ' 



Ragionando analogamente fino a che n+ I punti consecativi di L, coincidano 
con n + l consecutivi di L , si giunge al teorema generale i percfiè dtie cune 
detcriUe sulla stessa sfera e de/lnile dalle relazioni p=p(!i) , pi = Pi(8) c/te ne 
esprimono t raggi di citrvalvra geodetica in funzione dell' areo, possano essere 
collocale in modo da avere in tm punto un coniano d'ordine q , occorre c/te iti 
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quel punto siano soddisfatUi Io seguenti n - I relazioni : 



P = Pi 



dp _ do, d'p _ d'pi 
ds~ ds ' ds*~ ds* ' 



Da questo teorema risulta uoa notevole conseguensa ; suppODÌarao che nella 
reiasione caratteristica di una data curva sferica G 

p = p(8) 

entrino ni costanti, nessuna delle quali serva per fissare l'origine degli archi. 

Presa una cur*a srerica qualunque L sarà possibile soddisfare ad in+ 1 dello 
condizioni precedenti servendosi dello m Indeterminate che entrano nella funzione 
}{s) e dei valore incognito a della porzione dell'arco s di C compreso fra l'orij^ìnc 
(ieiili archi e il punto di (iootalto di C con L ; con questo viene completamente 
determinata la forma e la posieione della curva sferica 0. 

La curva sferica C cosi detcrminata viene ad avere colla curva L un contatto 
d'ordine m + 2 e quindi avrà comune con L m+3 punti conHecutivì. 

Dunque e una curva sferica non piana deftnila dalla relazione p=p(.s) nella 
quale entrano m eostanti, nessuna delle quali sena per fissare l'origine degli 
ardii, è determinala da m + 3 punii u 

Consideriamo il caso dell'elica sferica; chiamando i l'angolo sotto il quale 
l'elica sega le generatrici dei cilindro e B il raggio della sfera, abbiamo per tale 
curva 

R» = p< + r* (^j , r = p tangt 

dalle quali si deduce 



p = VB* - g» cotg* ( , r = tangi \'R*-8*cotg*i. 
Se quindi p, è il raggio di curvatura geodetica della linea sulla sfera, sarà: 



_ Bp _ H ^/B*tang'i-s* 

Potremo dunque dire « neU'elica sferica il raugio di curvatura geodetica p 
ti esprÌTne per l'arco s nei modo seguente 



R \/R* tang* i — s' 
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Siccome in questa funzione di s , una volta fissata la sfera , vi entra la sola 
costante arbitraria i, si avrà n l'elica sferica è determinata da i, punti ». 

Data una curta sferica qualunque L, determiniamo in un suo punto qualunque 
l'elica srerica osculatrice ; se p è il raggio di curvatura srerica di L e p, quello 
dell'elica, potremo nel caso nostro soddisfare alle condÌEÌoni seguenti : 



le quali divengono ; 

R Vr* tang* i - s* R' tang'i , 

* 8* ^/R* tang* i - s* 

dalle quali si potrà ricavare i e s ; il primo valore determina la forma della curva 
e il secondo valore no delermina la posizione sulla sfera rispetto alla linea L. 
Risolvendo le due precedenti relazioni rapporto alle quantità l'.s, si ha: 



e il problema propostoci si può considerare come risoluto. 

Indicando con r, il raggio di curvatura geodetica della prima evoluta sferica 
L, di una linea descritta sopra una sfera di raggio R, si può trovare r, espresso 
per il raggio di curvatura geodetica p di L. 

Infatti se A , B sono due punti consecutivi di L ; A, , B, ì cornspoudenti di 
L, si ha : 

AB = cl8 = Rsnn ("n^j i*«w= R sei I5) d<w • 
tingenia geodetica 



essendo di^ l'angolo di contingenza geodetica di L, ed H l'arco AA,. Di qui ! 
deduce : 



(t9, =d(\A,) = dH, 

ds, - /Il\ dH 
I = -7-5- - R sen 1 5 I T" • 
' di,ff \lt' ds 
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Ora dalla formota : 



■d) 



quindi sarà : 



(R' + p*)» 

che 6 la formola che volevamo stabilire. Per il raggio di curvatura geodetica r^ 
ilella seconda evoluta L, dì L, avremo : 



= R»- 



(R» + r,V 
e il secondo membro pud facilmente esprimersi per mczio delle quantità 

dp d*p 

'T.' a' *■ 

Allora le condizioni del contatto di Z° ordine 

dp _ dp, 
P-P' ■ di~dF 

dimoetrano che , per le evolute sferiche delle due linee , risultano eguali i raggi 
dì curvatura geodetica e quindi tali evolute hanno un contatto di 3° ordine. Le 
condizioni del contatto di i** ordine 

- ^-ifPl tPp __ d*p| 

P~P' • d8"ds ' ds»~d8,» 

per le due linee àSie, contengano le condizioni del contatto dì 3° ordine per le 
evolute e la condizione del contatto di ì" ordine per le evolute seconde. 

Seguitando Io stesso ragionamento, si arriva al teorema a se due curve sfe- 
riche hanno in un punto un confalo li' ordine n , le loro evolute d' ordine m 
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O'n cui HI < n) hanno, nel putito corrispondenle al punto di tangenza, un con- 
tatio d'ordine n — m ». 

Supponiamo Ticeversa che due curve sferiche abbiano un contatto di 2* ordine 
e consideriamo due evolventi di quelle curve, di cui indicheremo con p , pt > raggi 
di curvatura geodetica. Siccome le due evolute hanno eguali i raggi di curvatura 
geodetica, sarà : 






di „ P'ds 



(R» + pV (R«+p»)* 

Ha le due evolventi hanno comune il punto che corrisponde a quello in cui 
8i toccano le evolute, quindi sarà p ;= pi ; dunque la precedente rclasioae sì scinde 
nelle due : 



P=P. 



da ds ' 



le quali provano che le due evolventi hanno' un contatto di Z" ordine. Ripetendo 
per queste due curro le stesse osservazioni ora fatte e seguitando con metodo ana- 
logo, si ha il teorema n se due curve s/eric/ie hanno un contatto d'ordine n, le 
toro evotvenli d'ordine m, aventi tn comune il punto che corrisponde a qaellò 
in cui si toccano le curve date, hanno in questo punto un conlatlo d'ordine 
n + m ». 

Sia ora L una curva sferica, L, la sua evoluta ed A , A, due punti corrispon- 
denti di queste linee; so nel punto A, descriviamo il cerchio osculatore di L, , 
l'evolvente di questo cerchio che passa per A sarà (per ciò che precede) l'elica 
sferica osculatrice di L. Dunque k i'etica sferica oaculalrice a una curva sferica 
L è In sriiuppante geodetica del cerchio osctilaiore dell'evoluta L, di L. 

Tediamo di determinare quelle curve sTeriche che possono essere collocate ìn 
modo, da avere costantemente un contatto di ì" ordine colla loro pruna evoluta, 
essendo punti corrispondenti un punto qualunque della data linea e il suo centro 
di curvatura sferica. 

Es&eado r, il raggio di curvatura geodetica dell'evoluta di L, la Gcndiaione da 
soddisfarsi è: 



r, = p , MOè : j = 

(R* + p*)' 

dalla quale si ottiene : 

7 = 3 + costante. 



11' r '^. -.-^.tc 

j (B' + pV 
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la quadratura indicata si elTettua senza difflooltà e si ottiene : 

2R» 



Questa relazione, risoluta rapporto a p, dà : 



= 8 t n. 



p = R{3 + a - B) \'2R(s + o) - (s + a)» . 

Abbiamo dunque il teorema ■ le curve sferiche che possono essere collocale 
in modo da avere, in o^rnt loro punto, un contado di 2° ordine colla loro prima 
eeoliita, sano quelle in cui il raggio di curvatura geodetica p si esprime in /un- 
itone detl'arco s per mezzo dell'equazione 



p = B{s + a - B) V2R{8 + a) - (8 + a)» s. 

Siano L e L, due geodetiche di coni, dovremo avere fra i loro raggi dì cur- 
Tatura : 



essendo n, , a le minime distanze del vertice dalle due curie. Lo condiiioni d'oscu- 
lazione 



— = - e quindi n, = a. 

D'altronde se le curve banno un contatto almeno del i** ordine, devono avere 
coincidenti due rette rettificatrici consecutive , cioè coincidenti ì vertici dei coni 
su cui sono descritte. 

Seghiamo i due coni con una sfera avente il centro nel vertice comune 'e 
avente per raggio la distanza fra tale vertice e il punto di contatto delle due 
lìnee; chiamando R^ , R„ i raggi di curvatura geodetica delle due sezioni, ab- 
biamOf per quanto si è ricordato al $ l" 

t> P_ „ P n Pi_ _ Pi 
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i|ucste dimostrano che nel pun(o di contatto 
R^ = R|p 
Inoltre essendo : 

(illfl _ d / P \ <^ (tR,g __ d^ /^ p_ ^\ ( 



sarà pure 



dRp _(iRjg 
do "* do ' 



Talcbè si ha il teorema a perchè due geodeliche coniche abbiano in un punlo 
un coniano d'ordine n (essendo n > i) occorre c/ie ì cont su cui case sono de- 
scritte abbiano i vertici cnincidcnti. che le minime distanze fra tali vertici e le 
curre sitino le niedcsiniu e c/ie le linee sferiche ottenute nei due coni segandoli 
con una sfcrn col centro nel vcritce dei coni e con ro.ggia egunle alla disianza 
fra tale punlo e il punto di contatto abbiano in questo stesso punlo un conlatto 
d' ordine n o. 

Supponiamo che le lineo L , L, sinno tali, che per esse si possa far passare 
due superlìcie S , S, eguali fra loro determinate da n punti scelti in posizione 
generale nello spazio ; le curve L , L, potranno avere allora anche n - i punti 
consecutivi comuni senza che le superficie eguali S , S, coincidano. Ha se le curve 
L , L, si possono collocare in modo che abbiano n punti comuni , allora le duo 
superQcìe ^ . S, devono coincidere. 

Dunque n se due linee dello spazio L , L, sono tali che per esse si possa far 
possare due superficie eguali determinale da n pnnfi , ie cupue stesse non po- 
tranno (^enemlmenfc a«erc un confa»» d'ordine superiore od n — 2 se non coin- 
cidono le g!tper/?i;ie ulesse ». 

Supponendo che queste superficie siano sfere, abbiamo a due curve dettcrifre 
sopra due sfere egìmli hanno nello spazio un contatto d'ordine n(n>3) se le 
delle sfere coincidono e se inoKre sopra loie sfera le curve hanno un contatto 
bordine n ji. 

5 4- 
Linee osoulatrioì piane. 

Se nel teorema dimostrato al $ precedente supponiamo che il raggio della 
sfera vada indefinitamente aumentando, la curva sferica data e la sua oseulalrice 
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hanno per limite due curve piane o i loro raggi di curvatura geodetica hanno per 
limite i raggi di curvatura di tali linee piane. 

Avremo dunque il teorema a la cùndìzione necessaria e sufficienle perchè 
due curve piane L , L, possano collocarsi in modo da avere in un punto un 
cmiatlo d'ordine a, cioè coincidenli n + 1 punti consecutivi, è che in quel punto 
nano soddisfatte le n — 1 condizioni : 

dp _ dp, dV _ ^1 d''''p _ d"'* p, 

^ ~ •"' ' ds ~ ds ' d«* ~ ds» ds»-' ~ ds»-» ' 

Da queste condiiioni si ricava « se due curve piane hanno in un punto un 
eoiUatio d'ordine a le toro eooliite d'ordine m (essendo m < n) hanno nei pun( 
comspondenle un contatto d'ordine n - m ». 

Cosi pure « se due curve piane /tanno in un punto un confati» d'ord£ne n, 
dìin loro evolventi d' ordine m , aventi a cornune il punto che corrisponde o 
quello di contano delle evolute, hanno quivi un oonlaflo d'ordine n + m n. 

Applicando il penultimo teorema al caso in cui la curva osculatrice sia una 
sviluppante di cerchio, abbiamo » la svttitppanfe di cerchio osculatrice a una 
curua L in un punfo k ò suiluppante dei cerchio che oscula l' evoluta di h nel 
punto corrispondente di A. 

Inoltre, per un teorema dimostrino al § precedente, se una iinea piana, non 
circolare, è definita da(la-re(uztonc p = f (s) e nelia /unzione f(s) entrano m pa- 
ramerri nessuno dei quali seroe a fisBare l'origine degli archi, la curva è deter- 
minala da ro + 3 punti ii. 

Così ad esempio la spirale logaritmica p ='fis , la cicloide p = Va* — s* , la 
sviluppante di cerchio p= "Ja + s sono determinate da quattro pnnti. 

Consideriamo la spirale logaritmica osculatrice; per ossa abbiamo p, = s-cotgi, 
essendo i l'angolo costante sotto il quale la curva sega i raggi vettori che con- 
corrono nel polo. 

Se dunque p è il raggio di curvatura dolla curva osculata, le condizioni d'oscu- 
lazione sono : 

scotgi = p , cotgt = p'. 
Da queste si ha nel punto di contatto 



e quindi i per la spirale logaritmica osculatrice a una curv% piana L, fangolo 

i so(to il quale la curva sega i raggi vettori che vanno al polo e l'arco s com- 

voL. xsvi. . 26 
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preso fra il polo e il punlo di cùrUalto sono definiti dalle relazioni 



cotgi 



' ds ' dp ■ 

ds 



ladieando con R la distanta fra il poto della spirale e il punto di contatto, 
si ba: 

B=f>t seni = seni =■ — ; 

se dunque tiigiVa ^'^^'^ '^ coordinate del polo riferito alla tangente della curva L 
(asse delle x) e alla normale (asse delle y), sarà : 

Indichiamo con (cosa.cos^) , (cosX,cos:j) i coseni direttivi della tangente 
e della normale di L rapporto a un sistema d'assi ortogonali e con x,y ìa coor- 
dinate di un punto qualunque di L , avremo per le coordinate Ì,yi di un ponto 
qualunque della linea dei poli : 

Per conseguenza: 



d5 da 2p'(l +p'»-m"), , 

dj) do 2p'(H-p'»-pp"), , 

do^= \i+%-/ - (P ''' ^ + ''''^^> 

dalle quali si ha : 

(IO) '^_ C + P'-i^ 



Dunque risulta: 



d§ _ p'cosg + cosX di) _ p'coBg + eosii 
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Deri?ando nuoTameote queste eguagliaiue ed applicando la (IO), abbiamo : 

(fg _ -cosg+p'cosX (^ _ - cosp + p'cosn 

do»~ 2pp' ' do»~ 2pp' 

Se chiamiamo 6 l'angolo che la tangente alla curva L fa colla tangente cor- 
rispondente alla curva Lg luogo dei poli delle spinili logarìtmiche osculatnci di L 
abbiamo : 

cos = eoa a ^ + cos S ^ = ^ ■ = eoa i 



« = <. 

Dunque n le tangenti eorriapondenti delle curve L , L, formano fra loro lo 
stesto angolo che la spirale osculatrice fa coi raggi vetlori che escono dal polo b. 
Abbiamo poi, chiamando po il raggio di curvatura di h^ : 

= * _ = _2P<>' 

Se A è il punto di contatto, C il centro di curvatura di L in A e P il polo 
delia spirale, il trìangolo APC è rettangolo in P ; osservaado che 



9' 



= ooaj = oosO, 



po = 2p-cosÌ = 2ACcOBC = 2-PC 

e quindi > ti raggio di curvatura delta linea dei poli deUe spirali logaritmiche 
otaUatricl a una curva piana è il doppio del segmento che unisce il ccnlro di 
curvoluro della data linea col polo della spirale u. 

Osservando poi che pp' = p, raggio di curvatura dell'evoluta di L, sarà : 

Pg = 2p, Beni. 

Cioè ( li raggio di curvalttra deità linea dej poli delle spirali logaritmiche 
oKuletrici a uia curva piana è e.7ua!e al doppio del raggio di curvatura del 
l'euolufa di questa linea, moltipllcato pel seno deli' angolo solfo fi guale la spi- 
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ralc sega i raggi vetlt^t che escono dal polo i 

Dalla Torraola p = si deduce 

Vi+p" 



p'v'ip*-p,* = po 
e quindi se p, è costante, con un'integrazione si ha : 

2p \'4p» - Po» - Po» log 1 2p + \/4p* - Po» = 4p, 8 

ta quale definisce le curve in cut it luorfo dei poli delle spirali logaritmiche 
osculatrici è una circon/feren^a di raggio p,. 

Se vogliamo quelle curve in cui le spirali logaritmiche osculatrìci hanno co- 
mune il polo, basterà notare che dovcntlo essere 

d8 
per la (IO) sarà soddisfatta la condiiione : 

PP" - p"» - 1 = 
la quale, integrata, dà ; 

*^2ak' 

essendo a e fc due costanti arbitrarie. 

Tale equazione definisce le curve domandate.. 
Siano L, e L due eliche definite dalle relazioni 

p,=p,(8) , r, = p,(s)tangi, ; p = p(el , r = p(8)tangt. 

Le condizioni d'osculazione divengono : 

Pi=P > Pt'=-P' > Pi"— P").-- ; tangi, = tangtp , tangt,p,' = tangtp', ... 

le quali si riducono alle seguenti : 

», = i , p, = p , p,' = p' , p." = p". 

So dunque indichiamo con R, , R i raggi di curvatura delle sezioni retto dei 
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R, = R , R," = R' 



Perciò I perchè due eliche possano overe in un punto un conlaUo d'ordine n 
(essendo n > 3) occorre che esse seghino le j;cncra(rict dei rispeditjt cilindri sotio 
U medesimo angolo , e che le sezioni rette dì questi cUindri abbiano nel punto 
corrisponderne uji confafto d'ordine n ». 

55. 

Conica osoulatrioe a una linea piana. 

Il raggio di una conica non si esprime per una funzione semplice dell'arco 
ed è quindi più opportuno, volendo determinare U conica osculatrice a una data 
linea piana, attenersi al metodo ordinario delle coordinate cartesiane. 

L'equazione dì una conica riferita alia tangente (asse delle x) alla normale 
(asse delle y) in un determinato punto A di una curva piana L, mettendo la con- 
dizione che tale conica eia tangente in \ alla L, è la segaente : 

(M) Aa;* + 2B ajv + Cy* + 2 Dy =t>. 

Per tate conica e per I 

nulle in A ; perchè dunque la conica sia osculatrice ad L ci resta da esprimere 
che nel punto A tanto per la coaica quanto per la curva acquistano il medesimo 
valore le tre quantità 

d*y d'y d^y 
dx* ' da;» ' da;* ' 

Derivando successivamente la (li) rapporto ad o) e facendo poi nel risultalo 

x = , -^ = (condizioni che si veriflcano nel punto A), abbiamo: 
dx 

Per la curva L indichiamo con p il raggio di curvatura, con a l'angolo che 
la tangente fa coli' asse delle a; e con §,n 'e coordinate dei punti della linea. 
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Afremo ocl punto A : 



Di qui si deduce : 



111 . ^ 
5j=teng«. 



d')] _ tf tangflt 1 i 



e siccome nel punto A, cosa= I , sarà: 



dn"p* 



Per la derivata terza, sarà: 

*n _ _}_ ± ( l_\ ^ _3 sena 1 dp , 

di' cosa (ttVpoos'a/ p* coa'a p*C08*a da' 

dunque nel punto A : 

ti'>) __!_ dg 
W*^ p» ds' 

Calcolando in modo analogo ^, si ha: 

d^_£ 2 |'d£y__I_ d^ 
<*5* " p» p» Vda/ p* ds» • 

Dunque per la curva data L nel punto A abbiamo : 

^ ' d5» p * d§> p^d8 ' di* p* '^p» Vds/ ~p» ds»' 

Stnnt« l'eguagllanta delle derivate delle ordinato della curva e della conica, si può 

nelle (12) alle quantità r* < 3-^ • t4 sostituire i secondi membri delle (>3) ; 
^ dar dx* dx* 

si ottengono cosi tre relazioni dalle quali 6 facile ricavare ì rapporti k » k ■ K 
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e si ottiene : 

B f ' D 3p ' D ^ 9p ■ • 

Dunque a in un punto ^ttalun^ue di una cunw piana la conica oscutotrtcc 
{che ha colla cunia Aita un eoMoUo di 4" ordine) rtferila olla langenle (Mse 
delle x) e alia normale (oese delie y) è rappresenlala dail'e^uojtione 

Ai" + 2Bxj + Cj" + !Dy = 

in etti i coerenti hanno i sej/uenfi rolori 

Da queste relazioni si deduce : 

--*"='[' S-(S)"-«] 

da cui si conclude : t la conico osculairicc di «no cuna piana in un dafo p«n(o 
di e^a è uii'eUisse, uno paratolo o un' iperbole o secondo che in quel punfo è 

nepa/iua, nullo e posijivo io guan(i(iì 3 ^ - (^)* - 9 i. 

Come applicazione ci proponiamo la ricerca di tutte le linee piane dì cui tutte 
le coniche osculatrici sono delle parabole ; queste curve sono definite dalla con- 
ditone ; 

3f - p-» = 9 

la quale, col porre p' = y, diTiene : 



3b'-J/»-9 = 0, 






Integrando ed indicando con k una costante arbitmrin risulta: 

a = p' = 3tang{8 + fc) 
inde: 

p = 3 / lang (8 + A> d! + 3 logh = 3 log [ — A_^ ] . 
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Dunque : n te curve in etti Intte le coniche oseulatrici sono parabole sono 
Vi'Ctie rappresenlale daWcquazione 

p = 3Ioff — ; n »■ 

'^ •* l-C08(8 + fc)J 

Se X è l'angolo che uno degli assi della conica fa coH'assc delle ir, abbiamo: 

La condizione che sia X= - è equivalente all'altra che sia: 
questa si può scrÌTcre 







da cui integrando : 






f— 


Di qui si trae : 






'^"-bTS.'" 






Dunque : n le sole curve in cui le coniche oseitlatriei hanno uno degli osai 
inclinalo dell' anj/olo ^ sulla tangente sono quelle de/inile daU'equaxfone 

p = a-^Iog(b + 2s) ». 

Consideriamo più generalmente le curve in cui un asse delle coniche oseula- 
trici è inclinato sulla tangente alla linea di un angolo costante a. 
La formola precedente si può scrivere : 

<3 tang2a)p''^ (2 tang2a)p'* + 6p' ^ 
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h quale, col porre !/'=p'< diviene: 

(3tang2o)y' - (2 tangSa)?/» + 6y = 
d'onde deriva : 

3 tang Za { 3- ^—; — — = s + fc. 

Eseguendo questa quadratura, si ha : 

-tang2a.Iog[ *" ^ "^ \=s + k 

e risoltenrto tale relatione rapporto ad y, col cambiare altresì 1- in k, si ha: 

^ 6 

Vtang? 

dalla quale ottoniamo facilmente 
('5) P = 6/2-, 



atangSa-fcc**»»**" 

Dunque : > te curve in cui uno dpgli ositi delie coniche osctUatrici è inclinato 
sulla langenle dell'angolo eoslante a. sono quelle affinile dalla Trinzione (15) i. 

Troviamo le coordinate del centro della contea osculatrice , indicandole con 
Xf,yf, sì avrìt ; 

nfi» - BD _ 3pp' _ AD 9p 

[ b> '^«-~B*-AC"9 + p"-3p" ' ^* B»-AC"9 + p'*-3?-'' 

Se confrontiamo queste espressioni con quelle che ci danno le coordinate del 
polo della spirale logaritmica osculatrice, abbiamo che n il cenJro della cum'ca 
onnilatrice di una linea piana Qualunque iioit coincide mai col polo della spi- 
Tffle lof/arifniica osculalricc alla siesta curva 1. 

Se chiamiamo ft l'angolo che la tangente alla curva osculata fa col diametro 
della conica osculatrice che passa pel punto di contatto, abbiamo : 



Da questa reiasione si deduce : 

Iiing6-p'(/8 = 3ds 
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c quindi, se è costante, coll'inlcgriiEionc risulta: 

p = 3cotg6-s + a. 

I.a curfA data ò quindi una spirale logaritmica, e siccome nella spirnle loga- 
ritmica segante i rn^gì vettori sotto l'angolo i si fin : 

p=cotgt"-s, 
aTrenio : 

cotg i = 3 cotg , d' onde tang 6 = 3 tnng i. 

Dunque : i solanicnle nella spirale lognnlniica i diametri delle coniche osc»- 
lalrici jìossQnti per t puliti di confa/Io sono inclinali sullntangente tTun angolo 
costanle 0; la lans/enlc di tale inclinazione è tripla della langenie dell' inclina- 
zione i deUa spirale sui raggi vettori uscenti dal polo s. 

Nel caso che la conica oscnlatrice sia un'ellisse o un'iperbole, determiniamone 
la Uingliczza degli assi ; se, rispetto agli assi, la conica è rappresentala dall'equa- 
zione : 

Ma:» + NyM- P = , 
si ha, come è noto : 

M + Nr-.A + C , MN = AC-B*, 



M = ì j {A. + C) -h \/(A - C)' + 4B» [ , N = Il (A + C) - V(A - C)» + 4B» }. 



Rispetto alla quantità P, si ha : 



P = Dy„ 



essendo i/« ^^^^ ^i^"^ seconda delle (Ifi); sostituendo in queste equazioni i valori 
trovati precedentemente, abbiamo : 

M = ,j J3p"-2p'»~18+ \/36p'*+(3p"-2p'*)*j, 



-%'36p'*+(3p"-2pV 
81 p» 



** 9 + ?'» - 3V'~ 
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Ma se a , b sono i due semiiisst deli» conica, ;ibbÌniiio 

dunque 

"==— —■ ■ — — ■■ — 

V (9 + p'* - 3 p") MS + 2 P'- - 3 p" ~ V36p'»+(3p"~2 ^^ 

9pVT 

V(9 4- p'* - 3p"j [ 18 + 2p'*-3p"+ \^38p'»+(3p''-ap")'] 

Osserrando che l'arca dell' cllisso i cui semiassi sono a,b è data da zab , 
arreaio, chiamando S l'area delt'ellisae oscul«trìce : 



l9 + p«-3p"]' 

Mettiamo la condizione che l' area dell' ellisse osculatrice sin proporzionale 
iill'urca dei cerchìu osculiitore ; chiamando k il rapporlo fra l'arca del cerchio e 
quella dell'ellisse, abbiamo : 

(9 + p'* - 3 p")*"= 21 k 
da cui : 

9 + p'» - 3 p" = 9 \/ fc' , 
che si può scrivere : 

3p" - p'' = fl 
ifuiido puslo per brevità: 

.1 - 9 (s - Vk»)- 
Da quella relazione si ricava : 

p" + (1 



I 
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lu quale, iDolliplicata per ds ed integrata, dà: 



p' = vfo Ung (m + -^ •) 


, se > 


3 

' , + m 


se = 


3 
, — 1 + me 

p' = V- a — ■^- 

2 V-a 5 

1 +me 


, se a < 0. 




Da queste eguaglianze, con altre dtirìvazioni, ricaviamo rispettiTamente 


(II) p = -3iogco8(on-:!^») ; 


p = -31og(»i + 8); 


2V=S 
,— 1 1 + me . , — . 


-^»,o.(.-«e^) 



e queste , in causa del valore di a, si pu6 dire che valgono rispettiTamente nei 
casi di ft < I , k = \ , ft > 1. 

Per risolvere completamente il problema bisogna vedere fra le curve piane 
defluite dalle relazioni precedenti quali sono quelle in cui le coniche osculalrii» 
sono delle ellissi. Avendosi nel 1° caso: 

p' = x^ tang (m +-^s) , p" = ? —. — ^jv 

C0B*^^m+-^8j 



3p" - p'» - 9 = o ~ 9. 

La condizione dunque perchè In conica osculatrice sia un'ellisse , diviene nel 
primo caso: a — 9<0, cioè, a causa del valore di a, 

1 - ^/ft» < 1 

e questa è sempre soddisfatta. 
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Nel secondo caso, cioè quando k= I, si ha : 

, _ - 3 „ _ 3 

^ ~m + s ' ^ "~ (m + s)* 
e (|uindi : 

3p" - p'» _ 9 = - 9 

la quale dimostra che presentemente la conica b un'ellisse. 
Nel terzo oaso poi, in cui ft > 1, si ha : 

2 VIS 2 



1 —me 



r 2V-« 1^ 



e quiàili se ne deduce, dopo quaicho calcolo : 

3p"-p'»-9 = a-9 

e siccome ora a < , si conclude che anche in questo caso la conica osculatrice 
è un'ellisse. 

Dunque : « te curve piane in cut it rapporto fra l' area del cerchio oscuia- 
lore e l'area dell' ellisse osculalrice è una cosfanle k sono rappresentale da una 
delle equazioni «ejjuenlt : 



p = - 3 log cos ] 



-\/l-Vi?-sj 



I — i — • v^i+V 

j = -31og(! + m; f = 3V-l + VFJ'-7f '"«e-™ )\ 

a seconda die k è minore, egu(Ue o maggiore deit'untcd ■>. 

Vediamo se vi sono delle curvo piane in cui le coniche osculatrici passano 
per il centro di curvatura. Se nell'equazione generale della conica OBculatrice po- 
niamo 07 = 0, risulta 

!/»(Cyo + 2D) = 
che dà le due soluzioni : 

9n _1ftn 



"3p"-2p'» 
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Pur IQ curvo (louiuQduto, dovendo riuscire i/a - (>. uvremc : 



da cui si ricava : 



clic sì può scrivere : 



18p 
9 t 2 p" - 3 p" " ' 



3|)"-2p" + = 



3P" 
2i>'=-9 



Eseguendo la quailrulura indicata, viene : 



2^/2 VSp' + S 2 Va 



e quindi : 



) / I + me 

-=: / =— dS. 

2 / - 2 V2 -s 

.' 1 — ine 



Eseguendo questa quadratura, si ottiene : 

3 3/'. Sv'Tfi'^ 

p=-l.s-|logO-mc ;. 

Per trovare Ja Datura della conica osculatricc, osserviamo che: 

3p"-p''-9 = 3p"-2p'* + 9 +p'*- 18 = p'*- 18 

e perciò titlt) conica sarà un'ellisse, una parabola, un'iperbole a seconda che è 
negativa, nulla, positiva In quantità p'<— 18. Ora, in causa del valore di p, ab- 
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p''-18 



2 \t - me / 
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9 yn-nie ì 

U— me } 



^^1 +me ^ -4(^1 -me )\ 



Siccome il primo fattore 6 sempre positivo, basta considerare il secondo die 
si può scrìvere cosi : 

caso è dunque positivo per i ?aIori di me"^2 s conjprggj fp^ - e 3. è nullo per 
i valori di me* ^ ^ ' eguali a » ov?ero a 3 ed è negativo per i valori di me^ "^ '^ ' 



Dunque: k le curve in cut (e nonicha oic\ilsUri<:i passano coilantenenlc per 
li eeniro di curvatura sona quelle definite datUi retazione 

p=i=s-|log(l-mc"^.), 
fi foie conica f iik'cUÌssc per t l'alori di s nimort dt 

fl per quelli mnijfiiori di 

^ unti })arabota per t valori dì s Cffuaft a una di queste quantità ed è un iper- 
bole per i valori di s compresi fra quelle quantità », 

Determiniamo quello curve in cui le coniche osculatrici sono ellissi passanti 
per i) renlro di curvatura e tali che le loro aree ubbirino un rapporto coslanle 
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con quella dei cerchi osculatori. In questo cnso devono essere soddisfatte con- 
tcinporaneainente le due condizioni: 

3p" - 2f '* + 9 4: , 3p" - p"» = n 
dalle quali si deduce : 

p'» .. + 9 = » (? - a/P j 



p=3 V2- \/ft'-8 
e perchè p sia reale si richiede che sia : 

■ 

v'ft» < 2 , cioè k<l-Jì . 

Ora siccome la prima delle precedenti condizioni per il valore trovato di p 
diviene 

1 8 (2 - Va*) = 9 d' onde ft = V ^ 

si vede che è snddisrattn la condizione precedente k<iijì 
Si conclude allora 

3/2 



e si ha il teorema a la sola curva in cui lo conicfte osculalrici sono ellissi pas- 
sami per i v('ntri di ciirvifura e tati che le loro aree sìarift prop-ìrzionali n quelle 
dei cerchi oscillatori, è la spirante logaritmica segante i raggi vettori uscenti dal 

jiolo sotto Vangato i definito dalla relazione tangi=-^ jtlropp'ir/o cos(nn(e/rn 

l'arca del cerchio osculatore e quella dell'ellisse oseulalrice è (s) 

SI è trovato nel S precedente che l'angolo costante i sotto il quale la spirale 
logaritmica osculatrico a una data linea L sega i raggi vettori uscenti dal polo è 
dato dall'equazione: 

langi-- 
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se dunque sarà 



)( 2" K 



* = are tang — , 



l + P'* ' 



- = costante = h , 



p' = cotg (/is + o) = tang {ks + m) . 



p = |tang(/i8 + m)ds = - j log.co8(m + /is). 
QucstH formola diviene identica alla prima delle (11) <]iiando si abbia 



a = l. 



Quest'ultima condisione equivalendo all'altra 
9(1- Vft*) = 1 



dà per k it seguente valore : 



16^/2 
■ 21 • 



Dunque : « fra le curve in cui le Tclle che no congiungono ì pìmti coi poli 
ictle sptVrtii iogaritmicho, osailalrici segano le linp.e sollo l'angolo i = lis + m /'un- 
zione Uncarc dell'arco, ve ne ha uno in cui l'area del ctrchio osculatore è prO' 

porzionnle all'area dell'cUisse osculalrice ; Iole curva è quella in cui 1> = 5 e i( 



rapporln fra l'area del cerchio e quella dell'ellisse ofculalrice 
voL. II VI. 38 



■• 27 
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Possiamo ora a determinare quelle linee in tutti i punti delle quali te coni- 
che osculalrici sono delle iperbole equilatere. Dalie forinole che danno i semiassi 
della conica osculatrice, ricadiamo : 

g* _ 48 + 2p'* - Sp" + V36p" + (3p" - 2p^ . 
*»* 18 + 2p'» - 3p" - V36p'«+(3p"-2p'»)» ' 

osservando quindi che per le curve domandate deve riescire rì = ~K avremo: 

3p"-2p'*-18 = 0. 

Da questa relazione, ctie può essere scritta : 

3p" 



2(6'* + 9)' 



: I 



i deduce, integrando : 



1 ^ n ,\ ni 

^arctang(^^p'J-s + — 



p' = 3 tang{m + 2s). 
Abbiamo dunque con altra integrazione : 

p = - 2 log.cos (m + 28). 

Perciò : « le ciiroe piane in cui mie te coniche osculalrici sono delle iper- 
bole equilatere sono quelle definite dall'equazione 

p = -H log.cos (m + 2s) ». 

Applicazione alla spirale logaritmioa. 

Supponiamo clie la linea data sia una spirale logaritmica p = a«; avcodosi in 
questo caso : 

p' = rt , p" = 
snr&: 

3p'' - p'* - 9 = - (a* + 9) 
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e quindi le coniche osculatrici sono tutte ellissi. J.o coordinate del centro dì tale 
ellisse, riferita alla tangente e alla normale della spirale, sono : 

- 1?^- - 3°'8 _ ^P _ ^"* 

'"" ~ p'* + 9 " a» + 9 ' ^" ~ p'» + 9 ~ a*T9 ' 

Cliiainando quindi ^ , ?] le coordinate del centro riferito a un sistema d'assi 
fìssi e a},y le coordinate del corrispon lento punto della spirale, sarà : 

o* t 9 a* 1- 9 



Di qui, avendosi 
di da 4a* 



t(€ do 4o» 1 2o , di) do 4a» .1 2fl 

"^o" L COSA , — — = t,Q COSp-f , '-q'COSÌJL 



ds Vii* + 9 









8- 


é 


'+ 


9 

— o. 










ÌT 




Abbiamo dunque : 
















•li 
da' 


a 

•- cosa 1- ■ 

Va" + 9 


3 


-cosX 
9 




d,_ 
da 


\/n'+ 9 Va' 


1 

' + 


d'onde si 


deduce : 


















d'S acosX-3 
do> 40 


cosa 


1 






d-n 
do' 


a cos IL — 3 cos ^ 
ia 


1 

' ì 



c queste ci offrono facilmente per il raggio di curvatura p^ del luogo dei centri 
delle ellissi osculatrici : 

(18) p, = _-— p = ____. 8 = ao 

Va» + 9i Va» + 9 

la quale dimostra il teorema : h il ìuoqo dei centri delie ellissi osculatrici a una 
spirale logarUmica è una «[lirale logarilmica eguale alta data « . 
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Applicando le forinole clic danno la lunghezza dei semiassi della conica oscu- 
lalrico, abbiamo nel nostro caso : 



(«■+V \/_, + VifT9 (»' + ')' V/- a + ,/afTO 

cioò : B gli assi dell'ellisse oneulalrice sono proporzionali all'arco della spirale a 
e conseguentemente : « [e ellissi osculafrici a una slessa spirale latjarilmica sono 
tulle simili fra loro ». 

Calcolando l'area dell'ellisse osculatrìce, si ba : 



(a* + 9)» 



dunque : « l'arca del cerchio osculatore alla spirale lugaritmica è sempre mag- 
giore dell'area dell'ellisse osculalrice e il rapporto delie due aree è costante ». 
Questa proprietà fa rientrare la spirale nella classe di curve determinate pre- 
cedentemente ; infutti se nell'integrale cbc comparisce al secondo membro dell'ul- 
tima delle (11) si fa m = 0, si ha 

p= -J—a-s 

equazione della spirale logaritmica. 

Chiamando S la distanza fra un punto qualunque della data spirale e il centro 
coiTìspondente dell' ellisse osculatrice e 6 l'angolo che questa retta fa colta spirale 
stessa, abbiamo: 

6 = VaJo* + yB»= — , tangO = y2 = ? 

\/9 + a' coo a 

Sarà dunque 

fi = p-sen6 

la quale dimostra il teorema : « la spirale (ogartfmi'ca L, luogo dei centri delle 
ellissi osculnfrtci a una dala spirale logaritmica L, ìt inviluppo delle relle cfte 
uniscono i punti di L coi emiri di delle ellissi u. 

Basandoci quindi su quanto ho dimostrato in altro scritto (*), potremo dire: 



(*) Note géométriqne. Nouvelles Atmales de Mathématigues. 
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« la spirate iogariirtiica L, , Ivofjo àci ccntìi delle ellissi oscìitotrici a una dota 
>]Hrale loi/artfmjca L, ha il medesimo polo di L e si ottiene da quest'ultima fa- 
cendola molare intorno al polo comune , nei senso dei raggi vettori crcscenlt , 
di un angolo 

ieii(i+ 6) 






Se pooiaiDo la condizione che sia x=^t abbiamo 
a \/o« + 9 






Dunque : n Le sole spirali logarilviiche in cui ì centri delle coniche oscula- 
irici ai trovano sulla curva slessa sono queUf. dp/inite dall' equazione p — AS in 
cui a è una quantità che soddisfa olla relazione 



^fa» + 9■se^l - log . - 1=3». 
*• " Va* + 9 ■" 



Vediamo come un'ellisse debba spostarsi in un piano perchè inviluppi una 
spirale logaritmica e sia osculntrice alla medesima. Intanto, per quello che pre- 
cede, il centro dell'ellisse devo muoversi sopra una spirate logiirìtmìca e nel mo- 
limento la curva deve restare simile a sé slessa. Dalla formola (14) che ci dà il 
valore dell'angolo X formato dall'asso maggiore detl'elIiBse osculatrice colla tangente 
della curva osculata, abbiamo : 




tangX 



Siccome l'angolo 6 sotto il quale la tangente alla curva osculata è segata 
dalla congiungente i punti di questa linea coi centri corrispondenti delle ellissi 
osculatrici è dato dalla relazione 



tang6 = - 
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_ — + >/o* + 9 



Questa forinola dà l'uDgolo 9 = — X sotto il quale l'asse maggiore (Jeirellìsse 
osculatrice segii le tangenti dellii spirale luogo dei centri delle ellissi ; avendosi 
poi dalla formola (18) 



avremo per i semiassi A , B dell' ellisse 
(19) A 



(a»+9)*J-a-^Vtt* + 9 (.1' + 9)* J-o+ Vo» + 9 

Abbiamo dunque il teorema; k se un'ellisse variabils percorre eoi suo ceni ra 
una spirale logarUmica p = ao e varia di poulziune e di grandezza in modo clia 
i suoi semiassi si esprimano in funzione dell'arco per mezzo delle (19), e in 
modo che il semiasse maggiore seghi la curva soUo l'angolo 7 de/imio dalla 
relazione 

- a + \'àMT 
tangcp i^ 5 • 



l'ellisse inviluppa una spirale logaritmica eguale alla dala . alia qaale ossa è 
coslaniemenle osculalrtce » 

Parma, R. Istituto Tecnico, febbraio 1888. 
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KUOTE RICERCHE SULLE FUNZIONI INTERE 

DI 

GIULIO VI VANTI. 



In alcuni lavori pubblicati in questo stesso periodico (*) abbiamo esposte varie 
proprietà delle funzioni intere trascendenti, relative specialmente ai rapporti che 
lianno luogo tra una funsione intera e la sua derivata. Ci proponiamo ora di di- 
mostrare altri teoremi riferentisi allo stesso oggetto, ai quali faremo seguire al- 
cuni cenni sulle funzioni meromorfe in ogni campo finito (quozienti di funzioni 
intere). 

Per la nomenclatura e le notazioni rimandiamo ai lavori citati. Hammcnte- 
rcmo soltanto che con Of si rappresentano i posti-zero d'una funzione intera /'(z) 
di genere m, e che : 



1. Se al crescere indefinilamente di z sopra un raggio partente dall'origine, 
sul quale al di là d' un certo punto Z non giace alcuno dei punii a-f , si ha 

limS(z) = 0, si ha anche Kml^' <l, quindi Iith liT(z)| = (••). 

1=9. I &(Z) 1 



(•) Alcuni teoremi sulle funeioni intere (T. XXII p. 2431 ; Rettifica ete. (T. XXII 
p. 378) ; Sulle funeioni intere Irascendenli (T. XXHI p. 06). 

Ricerche della stessa natura formano l'oggetto dei lovori del prof. Cesare : 

Sul" Ita foneiions holomorpltes de genre quelcongitc {Comptes Renius de l'Ac. de 
Paris T. 99, p. 26). 

Remargues sur Us fottclions holomorphea (G. di Mat, T. XXII, p. 191). 

(**) Abbiamo enanciato, benché solo in parte, questo teorema nel T. XXII p. 379 
del G. di Mat. 
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Sìa Iti l'argomento de) raggio considerato, e, indicando con Z un punto di 
questo raggio posto al di là di Z, facciasi 

). ^ 1 + f tg to , Z = iX , z=hE (•) ; 
X e a: saranno reali, e posto : 

S{2) = S(fcP) = /■(«;) 
quindi 

zt(z) = -asrix), 

f{x) sarà una funzione d'una variabile reale Unita e continua nell'intervallo 
X.-.+oo (escluso tutt'al più l'estremo +00) ed avente in ogni punto dì esso una 
derivata determinata e finita- Tale funzione, per dato, si annullerà per o;-+ao. 
Colla trasformazione 

t 1 



~xf'{pc) = x''i'{x'). 

La fi^') è una funzione finita, continua e derivabile nell'intervallo +0 ... X' 
(escluso tutt'al piij l'estremo +0), die s'anaulla per 3[;' = + 0. Posto : 

<p(ir') = ^(a!') + ix(a:'), 

le funiioni a coelUcienti reali ^{,x'),x{x') avranno le stesse proprietà delle ?(a;'>- 
Ne segue O. per 

0<x'<X' , 0<))<1 , 0<e<l: 

■I'(a!')-4'(+0) = 3)'*'(l'»') 

X(a!')-x(+0) = a''x'C«aj') 
ossia, essendo 

'l'(+O)=x(+O> = 0: 

^{X') = x'-h\rix') , x{jf)=w'x'ifix'). 



(•) Sa d» = £ 90° si porrA invece X = i. 
{"} Dini, Fondamenti etc. p. 75. 
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Dalla prima di queste eguaglianze si ha : 

!im (>i'l'(aO) = lìm ())(r' f (ijac')) 

ila: 

lim (ìi4'Ca3')) = lim {x'^' (aj")) , 

ide: 



e per eoQseguenia : 



Aaalogamente : 









Segue di qui facilmente : 



ijV^j = 



.^=<l| ?(!!') 



<l, 



e. d. d. Dalla relaiiona trovata si ha : 

liiDl2T(z)| = IiraK.=0. 

Noa deve dimenticarsi che in queste uUime forinole z va all'inUnito percor- 
rendo la retta di argomento u. 

2. Se f(z) è una funzione semplice che non s'annulla per 2 = , e fte & 6 
un posto-zero semplice della f'(,z) non coincidente con alcun posto-zero della f(z), 
si ba, ricordando che : 

/"{z) = z"'S(2)/-(x): 

S(b) = , |T{6)|>n, quindi |I^|=*- 

Si qui dal teorema dimostrato a p. 318 del T. XXII di questo Giornale srguc: 
voL, XXVI. 39 
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Se i)cr l'origine possono condurd dui ragni tali din né sit di essi n6 in 
MITO itegli spnzi tiiig'ilari da essi forimli cadi alcun poslo-zeru della f^z), nello 
slesso spazio non cadrà (almeno al di là d'una cerla distanza flniln dulCori- 
gine) alcun piisto-zuro della f (z). 

Infatti pii& trovarsi una qu;tn(ità R tale ciie, oltre ta distanza R (lall'originc, 
S(3) abbia nello spazio angolare consiilerato valore assoluto minore di una quan- 
tità asscfiiiata «il arbilrio, donde seuiic clic — t— I non potrà crescere iniJeDnita- 
mente in quello sjiaeio. 

3. Sono degne di nota le funzioni intere aventi la proprietà che i loro posti - 
zero possono racchiudersi entro un numero finito dì spazi angolari la cui sominn 
può rendersi piccola a piacere {*). Ciò può esprimersi dicendo c!ie gli nrgomfiiti 
dei posti-zero costituiscono un insieme di grandczzi (Iiìliali) nulla {•*). 

Dal teorema del n. 2 risulta che: Se i posU-znro d'una funzione semplice 
di prima classe F(z) no-t annuUanlesi per z = hanno la proprietà che i loro 
argomenii formano un inaiente di grandezza nulla, lo slesso ha luogo pei posti- 
zero della f'{z). 

4. Si è dimostrato (••'] che se una funzione semplice di I' classe ha tutle le 
radici reali e diverse da zero, la sua derivata ha tutte le radici reali. Se invece 
la /"(z) si annulla per z = 0, può solo dimostrarsi il tcorciu.i seguente (••*•): 

Sa f(z) è una funzione seinjj/ic; di genera m avente tulle le radici reali ed 
annulUmlesi per z -- 0. e se p è quello ira i due numeri m , m + I che è dìspari, 
gli argoineitli dei posli-zero inìa(jinuri della t\z) sono lutti compresi nei seguenti 
inlervalU : 

(2X-1)-.. .2X- , -(2^-1)?. . . -n- (x=I, 2 ■^). 

' ' P 1' -^ P \> \ ti 



(*J Ciò avviene in particolare, come ai h gifi notato a p. 3S0 del T, XXII di 
questo Giornale, quando gli nrgomenti dei posti-zero costituiscono un grappo di pri* 
me genere. 

(•') V, Cantor in kcla M'ith^mitìca T. IV e in Malh. AnnaUn T. XSIII ; 
Harnack in Malh. /ln«. T. XXV. 

{•") Q. di Mat. T. XXn p. 257. 

(****j II teorema, che la derìyuta d'una funzione a radici r^ali è nna funzione 
della stessa natura, non sussislc sempre per le funzioni trascendenti, P. e. la fun- 
zione f(t) = e' aene ha tutte le radici reali, mentre la sua derivata 

f (e) = e** (eoa e + 2e sen *) 
ha la radice imaginaria : 
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In altre parole, se si divide il piano in 2p [inrti eguali mediante p rette pas* 
Sii II ti per rori(i[intt, unti delle quali sia l'asso dello x, e se si assegna a ciascuno 
Hpazìu angolare un numero progressivo partendo da quello clic sta sopra la parte 
positiva dell'asse x e procedendo in s<mso positivo , i posti-zero iniaginari dcila 
('{z) si trovano tutti negli spazi d'ordinuta positiva portanti numero pari e in 
quelli d'ordinata negativa portanti numero dispari. 

Se r è l'online di molttplicità della radice nulla della f(,z), sì lia : 

ri£> = !■+,- V !_._, 

iJuJDdi per una radice b della f'(z) : 






b = i + n , i."+' = X + iY, 



« 1 « 1 

V =M , y y—^ r-N, 



^;r=f7i 



riulndì la relazione preeedente diviene : 
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Cd eliminando Tra queste H : 

a) Sia m pari ; allora H sarà essensialmente positivo, e la (P) ci dice che 
Y 
- sari negativo. Cioè, detto l'argomento di 6, sarà : 

per <ft < K (2ii-))n <(m+ 1)9 < SjiTt, 

per ]:< 9<2it 2ììu < (m+ 1)ft < (?|i + i)ic. 

Per conseguenza dev'essere, ricordando che per tn pari p ~ m + t : 

per < < TE 



ò) Sia m dispari ; N sarà essenzialmente posilìTo, e, come risulta dalla (t), 
■— sarà negativo- Osservando che ■ >, - \ — fi la parte imaginaria di fc", 

si vede che sarà : 

per 0<8<ji (2(1 — l)Tt <m9<2iHt 

per jt < 9 < 2tc SiiJt < m9 < (ì\i. + I)it , 

per conseguenza (essendo p = ni) : 

per < 9 < it 

per Ti< 9 < 2jt 2iJi - < 9 < (211 + 1) - . 

Come caso particolare si ha il teorema già dimostrato (*) : 



(•) G. di Mat. T. XXII p. ZSò. 
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Se una funzione semplice di genere o 1 ha tutte le radici reali , )o stesso 
ba luogo per la sua derivata. 

5. La derivata d' una unzione semplice di genere diverso da non è sempre 
una funzione semph'ce. 

Basterà dimostrare che il teorema sussiste In un caso speciale. 
Sia f{z) una funzione semplice di genere m avente tutte le radici reali e po- 
sitive. Sarà (•) : 

r(z) = z«f,{z), (8) 

essendo f,(z) una funziono di genere m avente tutte le radici reali e diverse da 
zero. Supponendo cbe essa sia una funzione semplice, si potrà ripetere su dì essa 
il ragionamento precedente, e cosi di seguito. La relazione (Sj fa vedere die nella 
f{z) sono nulli i coefficienti di z ,z' , ... .z^ ; lo stesso dovrà aver luogo nella 
ft(z) , etc. In conclusione fiz) avrà la forma : 

f(z) = A« + A, 2"*' + A. 2»"+' + . . . ; 

e perciò insieme alla radice reale positiva a^ essa avrà anche le radici complesse 

nk 

negative oe"""^* {fc=i, ?, ...,m); il che è contro i dati assunti. 

Dunque la f'{z) o la fi'(z) per qualche valore di X non è una funzione sem- 
plice ; e il teorema è dimostrato. 

6. Se a, , ce, , . . . sono i moduli delle radici d'una /"unzione di genere m 
disposti in ordine cresccnle, e se, essendo «j+i - oti = 5j , si ha 

lini ^ = , 

izSB Kf 

si ha anche , 

lim S, «(" = « , lim Si ai"-'-^ = (••) (e) 

dove X denota una quantità positiva arbilrariamenie piccola (***}> 



(•) G. ài Mat. pp. 257, 260. 

(**) Nelle relazioni (e),(i]),(x} l'espreasione : lim -..=0 (o oe) deve intendersi 

nel senso ohe , o realmente il limite della qaantità considerata è (o oo) , oppure 
questo limite 6 indeterminato , ma in questo secondo caso esistono sempre valori di 
i grandi a piacere pei qaali la qaantità che si considera è minore (maggiore) d'una 
quantità arbitrariamente piccola (grande). 

(***) Un corollario di qnaeto teorema è il seguente, dovuto & De Sparre (Sur 
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a) Poicliò la serie ^ — y^ è convergente , e il rapporto di due suoi ter- 
mini consecutivi, che è 

( — ^ I ossia 5 — jj— , 

tende all'unità, dovrà essere, pel criterio di Raabe (*) : 

"-'(''Rr)-'- 

Ora, per valori abbastanza grandi di i: 

(R \l«M-l s 

' + «) ^'+J-(2"^'-')- 

quindi : 

donde segue, in virtù della (i;) : 



(0 



kZ Ot 2"+» - 1 ■ 

Ma poiché ^ -, è divergente o 2j "Sf^ è convergente, sarà {'•) : 
*-i * i-i ** 

1 

lim — 1— =tim ^^ = 00 ; ())) 

la déleriHination du genre à'xine fonciion holomorphe iims qMlquts eoa partìcuUers, 
(fiomptts Rendm) T. 102 p. 741); So lim «„""'(««_, - a«) * finito e diverso da 
zero, le ot, Bono la radici d'una funzione di genere i<j. 

(•) Stola, Vorleaungen iiber allnemeine Arithmetik, T. I p. 263. 

('*) V. p. e. Taonery, Introduction à la th. dea fonct. p. 76. 
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conibinnndo questa relazione colla precedente si ha : 

lim S,aj'" = oo. 
b) Poiché y, — ^5 è divepuente, sarà pel criterio sopra citato : 

Ora: 

\ O; / = a, ' 

quindi per valori abbastanza grandi di t: 

Olili 

0-^r 

donilo segue, tenendo conto della (0 : 



(6) 



-^v^ 



hm — i < — , 

fsM a, =m 



e moltiplicando da ambe le parti per -~ — : 

ì"^ a "'^ 

lim S.a,"^*-'^ <— lim A — - (i) 

,=« ' = m Ì=-r, t 

^ I 

Se y: è unn quantità positiva piccola a piacere, ^ ,^,i 6 convergente, men- 
tre V — s ^ divergente, aiccliÈ : 
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lini — * =0. 



quindi : 



la quale relaEìone, combinata colla (t), ci dà : 

Uni «^«(•'-•-^ = 0. 

II. 

7. Diremo per brevità /Unzione /'ralla il quoziente di due funzioni intere, che 
potrà sempre siipporsi non abbiano alcuna radice comune. La forma generale delle 
funzioni fratte è : 

dove G{z) è una funziono intera qualunque, r un numero intero positivo, nullo o 
negativo, (p(s) e <|»(z) due funzioni intere sempiici non aventi alcuna radice co- 
mune e non nnnullantisi per z = (ì- Supporremo per semplicità che né la 7(2} nò 
la ^(z) abbiano radici multiple. 

8. Ecco alcune delle proprietà più ovvie delle funzioni fratte. 

a) La derivata d'una funzione fratta è una funzione della stessa natura, e 
i suoi poli coincidono con quelli delle funzioni primitive. 

b) Se i coellicienti delle G (z) , f (z) , i}* (2) sono tutti reali, le radici delle 
' x(.^) sono reali coniugale due a due, e cosi i suoi poli, e reciprocaiDentc (*). 



(*) Cfr, la memoria : Aìcatii teoremi etc. 



d=, Google 



)( 313 )( 

e) So alcune o tutte le radici e alcuni o tutti i poli della x(z) sono reali, 
lu somma del numero delle radici della x(z) e ^i quelle della x'(z) compresi fra 
due poli reali consecutivi è un numero disparì , e la somma del numero dei poli 
e di quello delle radici della x'U) comprese fra duo radici reali consecutive della 
]>(z) è pure un numero dispari. 

La dimostraEione è analoga a quella del teorema Ylll della memoria : Alcuni 
teoremi eto. 

d) Esistono funzioni fratte aventi tutte le radici e tutti i poli reali , e la cui 

y(g) 
+ U)' 

if(z),i/{z) sono due funzioni semplici di genere zero le cui radici Ofb^ sono tutte 

reali e soddisfanno alle reiasioni : 

Ui<o,<a,<... , b,<h^<bg< ... , a^ < 6j < a,+j < 6^+, (") 
Sarà: 



t-iz)_f 1 V 1 

tizi ÉÌ^-«' •tf--''*' 



È facile dimostrare che il secondo membro di qucst' equasione , che indiche- 
remo brevemente con P, non può annullarsi per alcun valore reale di z. 

1 valori reali di z diversi da Of , bf possono dividersi in tre cateforie, secon- 
doctiè 

2 < a, , ai<z<bi , bf < z< a^^,. 

Sia anzitutto 2 < a,. Allora: 

1 « 
< j-<0 

quindi P < 0. 



('} fi da notarsi che lo stesso può avvenire per fanEtoa! raeioniU fratte. Oosl 
e -2 



ì?. e. la fanzione ■ -^ — - , che ha le radici 1,3 a il polo 2 , ha per derivata 



(**) Una tale fnnzione sarebbe tangf. 
VOL. xzvi. 
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Sin in secondo luogo 0^+ < z <bi. A))or.i : 



Z - Oi+i 3 - ')ft 

quiniti P > 0. 

Sia infine b, < 2 < a,.,.,. Allóra : 

■_L_,_L_ ,.=,,,,... 

Z - Oft 3 - fej, 

quindi P < 0. 

Dunque in nessun c»so è P = 0, e la x'(^) non ha alcuna radice reale. 

Wantova 22 marzo 1888. 
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S O P E A 

UNA PROPRIETÀ SINGOLARE DI ALCUNI NUMERI 

DIPENDENTE DAL SI8TEM.V PARTICOLARE DI NUMERAZIONE 
NEL QUALE SONO SCRITTI 

NOTA 



Dott. ANGIOLO ANDREINI. 



Nel fascicolo dell'ottobre 1886 del giorn;i)e— £» Scienza pitr Uttii — (Milano 
E, Soflzogno) si le^ge quanto appresso: 

« Singolare proprietà di un numero. — 1) numero 14-28S7 goiJc la singolare 
e proprietà che, venendo moltiplicato succcssifameute per tutte le cifre da 1 6, 
t dà prodotti composti sempre delle medesime cifre, situate nel medesimo ordine 
u in permutazione circolare. 

t II prodotto per 7 dà poi 999999. 

a Ti ha una legge che regga tale singolarità, od è un semplice caso? Con- 
ti Tessiamo senza scrupoli die lo ignoriamo e che brameremmo assai di saperlo ». 

Hi propongo di rispondere alla domanda precedente 3 nel modo più generale, 
risolvendo la seguente questione : 

/'« un sislemii ili numerazione a base qttaltinquc B, deferininare i numeri 
di m di cifre, tali che i prodotli di ciascuno dì c^ei per i nuntert 1 2 3...(m-l), m, 
siano tulli i numeri che rimltano dulie m permutazioni circolriri delle cifre del 
numero consideralo (•). 

In ciò che segue indicherò con N uno dei numeri richiesti dal problema, e 
con N, ,Ni,Nj ... N, ...N„. rispettivamente t prodotti di JV per 1, 2, 3... q ... m o 



(*) La soluzione di nna tale qaestione fa inviata al giornale citato il quale ne 
diede nn ceimo del fascicolo del Dicembre. 
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che (icr ipotesi rlebbono essere ì numeri che si ottengono dalle m pcrmutaEioni cir- 
colari di N. 

Porrò ancora per semplicità di scrittura, 

B~Ì = b ; m+l=i); 

S = H, + N, + N,+ ...+ N,; 
i) M = N, H-N. = N, + N„_, = ... N, + N>_^, ... =pìì. 

Per determinare la condizione necessaria e sufllcicnte, afilncliè un numero sod- 
disQ al problema, faremo le consideraEÌoni se^^uenti : 

1. Le somme parziali delle colonne corrispond'-nti , in lulte le somme 1), 
sono rispetiivamente egtiali. 

Infatti, tutte quelle somme parziali non sorpassano il b, e allora la propo- 
sizione è evidente, o sorpassano il b, e in tal caso (se sono differenti) la dilTerenza 
non può essere che di B unità- — Ora dico che ciò non è possibile, perchè se per 
esempio la somma parziale r<°' di N, + Ns-f4.| contenesse B unità di più della 
r"» colonna di un'altra somma, per es. di N^ + iN,_4+, , vi dovrebbe essere un'al- 
tra somma parziale di N, + N„_,^, . per es. la s"» che conterrebbe B unità di meno 
della &"'■ di N|i + N„_it+t, poiché U somma di tutte le cifre degli addendi nelle 
somme I) è costante. Ma allora è evidente che l'eguaglianza: 

non potrebbe sussistere, perchè la seconda somma contiene rispetto alla prima B 
unità dì meno dell'ordine r"" e in com|icnso ne conterrebbe D di piii dell'ordine s'°°- 
Corotdirto. Se m fosse dispari, si dovrebbe avere 



quindi ogni cifra di N, dovrebbe essere la metà della corrispondente somma par- 

Eiale in ognuna delle sommo 1). 

2. Tilde (e aomvie parziali, delle somme 1) sono egiuiU fra loro. 

Ciò sì rende manifesto osservando che tutte lo somme parziali di S sono 

eguali fra loro (perchè ognuna resulta dall' addiziouc di (urie le cifre di N ) e che 

ciascuna dì esse è pure data o da -h- volte la somma parziale corrispondente nelle 

somme 1) se m è pari, o da — ^ volto la cifra corrispondente (I coroll.) nel 
numero N se m è dispari. 
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Corollario I . Di qui, e dal corollario del numero precedente, si deduco che m 
è necessariamente un numero pari, altrimcDtt la N sarebbe formata di cifre tutte 
eguali, ciò che non è possibile. 

Corollario %. Se tutte le somme parziali sono inferiori a B, il numero H è 
composto di m cifre, ed è della forma 



2) 



ma se quelle somme sorpassano il B, (non potendo però giungere a 2B) il numero 
M contiene m -f I cifre, ed è della forma 

3) lecce ce (c-l); 

In ogni caso la somma di tutte le cifre di H è data da ni<c. 

4. H numero N non pud essere formulo dttl gruppo di cifre a, ^. f ... (}i, u, 
scrino di seguilo un cerio numero di volle, altrimenti vi sarebbero delle permu- 
taiioni che effettuate nelle cifre dì N non cambierebbero il numero Blesso, ciò cbc 
è contrario all'ipotesi. 

5. / rcsfi parziali nella dif isfoiie — = N, sono liuti differenti. 

Ciò risulta dalla forma del numero H 2) o 3) e della considerazione (l). 

Si deduce che se H i della forma 2) i resti parziali (in numero di p - 1 = m) 
sono dati (astrazione fatta dall'ordine) dal a 'serie naturale dei numeri 0, 1.2, 3... 

(r — l), (r+1), p— I, ove manca però il numero r, essendo r il numero cAe 

non si trova come resto parziale nella divisione di M per p. 

Se invece H è della forma 3) i resti sono tutti i numeri naturali da 1 ad m. 

6. 71 numero N è esadamcnfc divisibile per b. 
Infatti, essendo in generale 

N = N(/ + 1 - Ng , 

il secondo membro, e quindi N, è esattamente divisibile per b, poiché, nel siste- 
ma a base B, il b gode (rclativiimento alla condiziono di divisibilità di un numero 
per b) della proprietà analoga a quella che possiede il 9 nel sistema a baso IO. 
Corollario. Indicando coi) s la somma di tutte le cifre del numero N, avremo: 

3 = multiplo di b 

e quindi potremo porre s= jib. 

7. il numero H ha m cifre, ossia il numero H non può avere la forma 3). 
Infatti , posto che H abbia In forma 3} , cfTettuando la divisione dì H per p, 

avremo per m + 1 successivo divisioni parziali eseguite nel sistema di numerazione 
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il base B, le eguagliarne seguenti: 

1 = pO + 1 
B-I + c = p7, -f-r, 
Br, + e, = pq, + T, 



B'-„_, + c = pg,.., + r^, 

Br„_, +(o-t) = pq. + 0. 

Sommando tutte queste eguaglianze membro n membro, tacendo le opportune 
riduzioni, tenendo conto del significato di s(6 corollO e osservando (5) che 



V m(m+l) 
ir.= — 2 . 



o»vcro (6 coroU.) 



da cui si deduce che 



- ^- me = p (1 6 



cfn = pb ni - — j 

eguaglianza impossibile, perchè (essendo m pari (2 coroll) la quantità fra pa- 
rentesi è almeno eguale ad uno, e 

e < & e Trt = p ~ I . 

8. Poiché il numero H è della forma 2) , la somma delle cifre dei numeri 
^v ^ ^«-«-i-i ^ eguale a quella delle cifre di M e quindi quest'ultima somma è 
doppia della somma delle cifre di N; avremo quindi 
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Corollario. Dall'egiinglianza precedente si deduce cbe 

V-<-;j poiché e < fc . 

9. /( numero p è primo con e , b e B 

Inrntti, se e R p avessero un fattore comune, si avrebbe 



le cifre di H' sono eguali (rn loro, al più dopo p' - I divisioni parziali , si ritro- 
verebbero al quoziente, e nello stesso ordine, )e cifre ottenute nelle divisioni par- 
ziali precedenti, e ciò non è possibile (4). 
Dalle eguaglianze ((8) e {ì) 2)) 

me = 9 II 6 

H = multiplo dì B + e 

si ilcduce subito clic p è primo con b e B, altrìinenti non lo sarebbe con e. 
10. Lp- cifre di U sono tulle eguali a b, ossia si ha c = b. 
Infatti, dividendo M per p avremo per lo successive divisioni parziali 

e = p?,+r, 

Br, + e = pQi + r. 



Br,_, + e = P9,_, + r^_, 



Sommando membro a membro tutte questo eguagli, inzc e aggiungendo e to- 
gliendo nel 1" membro rb (essenlo r il numero cbo non sì troia come resto par- 
siale (5>) si ottiene (come al n" 1) 

—^ + ne - rb = pv-b 
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ovvero (8) 

ossìa 

Ora questa eguaglianza è impossibile per (i < -^ , dunque (8 coroll.) defe 

essere [i = -=- e quindi (8) airemo e = 6. 

Corollario. Si deduce aaclie che T = '2?. = m, ossia il numero die non si 



11. Il numero H è uguale a B'" - 1. Ci6 si deduce subito osservando che 
tutte le cirre di H, essendo eguali a b avremo : 



-1 " 

12. Il numero p è primo aseolulo. 

Se p non Tosse primo, pel teorema di Fermat, generaliszato da Eulero, 
dovrebbe dividere B'"*' — 1 (essendo f(p) il noto simbolo di Gauss per rappre- 
sentare il numero dei numeri primi con p e inferiori ad esso) ora ciò non è pos 
sibilo, a meno che non sia 9(p] = p- 1 , cioè che p sia primo, altrimenti non 
potrebbe esser verilìcato, per il numero If, la condizione (4). 

Corollario. Per la stessa ragione non può essere B*— 1 esattamente divisi- 
bile per p essendo n un numero qualunque inferiore ad m, ossia la base B deve 
apparfenere aU'esponenle m, modulo p. 

13. Per ciò che precede possiamo dire : 

La condizione necessaria affinchè il numero N soddisfi al pro&iema , è che 
m + 1 sia un numero primo e che B apparfen^a al numero m rispello al mo- 
dulo p ; il numero N è oKora dato dalla divisione di B" - 1 per p. 

14. Ora dimostrerò che questa condizione è anche sulllciente. 

Infatti, se p è primo e non divide B, pel teorema di Fermat B"— 1 è esat- 

BP-'-l 
tamente divisibile per p; basterà dunque far vedere che U quoziente =N, 

soddisfa al problema; ossia cho facendo le m permutazioni circolari sulle suo ci- 
fre, sì ottengono altrettanti multipli differenti di N, essendo l'ordine di multiplicità 
di ciascuno, inferiore ad m. Infatti si ponga 

N = apY5 ^liv 
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riguardando a^yò . . . X[iv come il numero N scritto nel sistema a base B; sia 
ancora 

^•^8 X[jiva 

la permutazione circotare, ottenuta facendo avantare di un pos(o verso sinistra 
ogni cifra di N, e che chiameremo con P ; avremo quindi 

BN = op-v X,j.vO 

P= p-j Xjiva 

e sottraendo otterremo : 

BN - P = oB" - a 
da cui , 

P = BN-a(B'"~l) 

e poicliè N divide il 1" membro, deve essere P un multiplo di K. 

Collo atesso metodo si proverebbe che tutte le altre permutazioni circolari dì 
N, sono multipli di N (*). 

Ora tutte queste permutazioni sono numeri dìfTerenti, altrimenti N dovrebbe 
essere costituito di gruppi eguali di cifre (4) e ciò non è possibile ; perchè in 
tal vaso il B apparterrebbe ad un numero minore dì m, rispetto al modulo p. 

Nessuna delle permutazioni può essere eguale a nN, essendo ic>nt, 

E invero , se fosse te = p . dovrebbe essere N = M e se fosse n > p , (poiché 
pN=B"-l), il numero itN conterrebbe almeno m+t cifre, ciò che non è possìbile. 
Sicchò le m permutazioni di N, essendo multipli dìfTerenti di N , e tutte inferiori 
ad H, non possono essere altro che i numeri 

N, N. N, N. 

15. Determinata la condizione necessaria e sufQciente , afSnchè N soddisfi al 
problema, aggiungerò ancora le coasiderazìonì seguenti : 

Dalla condizione che B appartenga ad m (mod p) risulta subito che p, oltre 
non dividere B, non deve dividere B-t e neppure B+t, a meno che non sia m=3. 

Si deduce ancora che se fosso B = ^^ (essendo v un numero che ha con m 



(') Questa dimostrazione prova ancora ohe se un onmero qualungut p divide 
fi*— 1 (essendo B ed m namerì g[ualunque primi o no con p) e un namero qualun- 
que N di nt cifre, divide ancora tutti i numeri che risaltano, facendo le m permu- 
tazioni oiroolarì sulla cifre di N. 

VOL. sxvr. 41 
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almeno un fattore primo comune ic) si avrebbe 



l=p^-l = {pV 



e poiché il 2° membro & divisibile per p (teorema dì Fermat) dovrebbe esaerlo 

aDcbe B*— 1 , ciò che non può essere, perchè B apparterrebbe ad un numero 
minore di ni (mod p). Per quel valore di E non esiste quindi alcun numero N. 

Corollario- Poiché H è sempre pari, in un sistema dì numerasione di cui In 
base ò una potenza di ordine pari , non può esistere alcun numero che soddisfi 
ni problema. 

16. ARlnchè N contenga m cifre, è necessario che si abbia p < b ; da ciò ri- 
sulta che in ogni sistema di numerazione o vi è un numero limitato di numeri N, 
con m cifre, che soddisfano al problema o non ve ne è alcuno. Cosi p. e. si ri- 
conosce subito che , per i valori di B da 1 a 10 , il numero N esiste solamente 
nel sistema a base S, (13) ; ne! sistema a base 7, (1254); nel sistema a base 8, 
(2S e 1463) ; nel sistema a base 10 il solo U2S57 ; quest'ultimo risultato risponde 
alla domanda fatta dal Giornale rammentato al principio di questo scritto. 

Se fosse p>b, il quoziente = N non conterrebbe m cifre, ae però si 

volesse riguardare come un numero composto di m cifre (come è richiesto dal 
problema) sarebbe necessario considerare come cifre del numero, anche tutti gii 
zer-i che precedono le cifre signiflcative , e che sono provenuti dalla impossibilità 
di effettuare le prime divisioni parziali. 

Volendo però escludere fra i numeri N quelli interi della prima 

N = 000 . . .OOapT .. . À;iv 

(i quali del resto soddisfarebbero al problema) li riguarderemo piuttosto' come 
numeri frazionari della forma 

1V = 0,000. .. OOa^t . ..Xiiv. 

17. Quanti sono t mttncri di m cifre che soddisfano al problema? 

Per i numeri N frazionari si risponde immediatamente, ricordando (*j che se 
p è un numero primo vi sono <f{p-\)=:if(m) numero B inferiori a p che appar- 
tengono all'esponente ni (mod p) ; quindi vi sono tanti numeri N frazionari di m 
cifre, quante sono le radici primitive relative al modulo p. 



(•) Vedi p. e.- Serret. Cours d^ Aìffèbre Supcrteure. T, II, n. 
(Paris 1885). 
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Detta B una di qneste radici primitive, da essa si deducono infinite altre ra- 
dici date dalla congruensa 

B = B (mod p) 

e per ognuna di queste, riguardata come base di un sistema di numerazione, po- 
tremmo determinare il numero , o i numeri N di tn cirre che vi corrispondono- 
Per esempio, pel caso di p = 1, una radice primitiva è il 3 e quindi 0,010312 
è il numero K, è poiché 10 = 3 (mod 7) abbiamo che 10 appartiene pure a 6 (mo- 
dulo 7) e quindi il 14-28S7 è il numero N che vi corrisponde. 

Si conclude'che vi sono 9(ni) numeri frazionari di m cifre, e un numero <f(m) 
volte infinito di numeri interi, che soddisfano ai problema. 

18. Terminerò questo scritto esponendo altre proprietà del numero N. 
1' Il numero N è esattamente divisibile per (B - I) (6) e per B + 1. 
ì" II prodotto di N per p, è un numero composto di m cifre tutte eguali 
a 6 (10). 

3* Essendo p un numero intero qualunque, avremo, dividendo p per p , 

p = qp + r 
e quindi 



Di qui si deduce che se le unità dell'ordine m<^ contenute in Np si riguar< 
dano come unità di primo ordine, abbiamo Np=Nr, ossia Np è una permuta- 
zione di ti. 

Quindi se le cifre dei fattori N e p si dispongono regolarmente e rispettiva- 
mente su due cerchi concentrici, invece che su due linee oriszontali, come si usa 
nella moltiplicazione ordinaria , eseguendo poi la moltiplicazione (nel sistema a 
base B) il risultato è sempre una permutazione di N, qualunque sia p. 

Consideriamo per esempio il numero l8fta3S, (ove a =10) che nel sistema 
a base I? soddisfa al problema , e si moltiplichi questo numero per a9 ; dispo- 
nemlo l'operazione nel modo detto precedentemente (*) il primo prodotto parziale 
135)869, il 2" è 15186a2; facendo la somma si trova SI86a3 che è appunto 
una permutazione circolare del numero dato. Osservando poi che 

oqi = p=1-16 + 3 (•') 
abbiamo 

iip=ii.. 



(*) Il lettore è pregato di faro U fignra. 

('*) 8Ì avverta ohe questo nnmero 13 à scritto nel sistema a base 12, e quindi 
nel aìstema a base 10 sarebbe rappresentato dal i 
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4° Se p è un multiplo di p, si avrebbe, come nel caso precedente 

»p = ?l— P,=Ì^i1|(,-1)P + P1=B"(,-1)+(h-(5-1)) 

quindi, eseguendo la moltiplicazione nel modo detto precedentemente il numero 
Np è sempre espresso da un numero formato da m cirro, tutte egunli a b. 
La formula precedente mostra che essendo 



il uraero S è espresso da un nutasro dellfi forma 

(?-')"" "("-(f-O) 

ove il numero dei 6 è egunle ad m — 1. 

S* Se N è un numero intero, non contiene fra le sue cifre alcun b, mentre 
se N è frazionario, contiene necessariamente almeno un b. 

Infatti abbiamo veduto (S) e 10 coroU.) cbe r = 2[i = m; sicché il minimo 
resto che può trovarsi nella divisione di m per p è m - 1 e quindi la cifra del 
quoiiente che risulta dalla successiTa divisione parziale (e sarà la cifra pib graode 
di N) ò data da 

(m - i) B + 6 6m + (m - 1) 

— -p — = — -p — ■'' 

e questo quoziente è eguale o Inferiore a 6_, secondochè m— 1>6om— !<&, 
ovvero in>B o m< B ; ossia secondochè If k frazionario o intero (16). 
60 Essendo 



ai deduce che le cifre di Np - r , sono i complementi a b delie cifre corrispon- 
denti di Nr. 

7° Poiché ni è pari, potremo scrivere 

B"'-I = \B^-l/\Bf + \)'' 
ora p non può dividere il primo fattore (13) dunque deve dividere il secondo; 
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chìamaDilo con Q il quoiicnte, avremo 

N = —~ = q(b^ - 1 )= (Q - 1} b^ + (b^ - q). 

Ponendo per bre»ità Y=f- e supponendo che 

a, o, fl, . . . rr^ 

rappresenti il RÙmero Q scritto nel sistema a base B, avremo : 

N = fl,o, ... {Q^-1)000...00 + (h-o,)(''-<'il--(M«,.-l!) (•) 
= w,o, ...(a^-l)(6^a,X6-n,)(6-tt,)...(6-(o^-l)). 

Dalla forma trovata per il numero N , si deduce che la seconda metà delle 
cifre (li N sono rispettivamente i complementi a b delle cifre della prima metà. 

È poi chiaro che questa proprietà dovrà valere ancora per tutte te permuta- 
zioni circolari di N ossia per N, Nj . . . N„. 

Corollario /. Dal 6' e da ciò che precede si ricava che Np — r si deduce da 
Nr scambiando la prima metà delle cifre dì questo numero , rispettivamente con 
quelle della 2* metà. 

Coronano //. Nel numero N nessuna cifra può essere , in valore, inferiore 

alla prima e superiore alla (-q'+ l) 

8*> Se le m cifre dì N si dispongono su di un cerchio, in modo che si pos- 
sano riguardare come situate sui vertici dì un poligono regolare di m lati, sì ri- 
conosce subito che all'eslremìtà dello stesso diametro sì trovano due cifre che sono 
il complemento a b l'uno dell'altra. 

Inoltre riunendo il vertice occupato dalla prima cifra di N, con quella occu- 
pato dalla prima cifra di N, e cosi dì seguito procedendo allo stesso modo finché 
non si giunga al vertice occupato dalla 1' cifra dì N„ e finalmente questo si riu- 
nisce al !■ vertice , otterremo un poligono intrecciato di m lati , che ha i lati 
(opposti) due a due eguali e paralleli eccetto quelli che riuniscono le prime cifre 
■li N,. e N„ e dì N, e di N„ che sono rappresentati da due diametri. 

Per esempio nel sistema a base SO abbiamo un numero N, dato da 

1 (10) (15) 1 (13) (16) (18) 94 (12) 63. 

i'i II numero degli zeri e ugnate a — . 
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nel qualu l'insieme delle due cifro fra parentesi va considerato come se fosse unu 
sola cifra, cioè come unità di primo ordine nel sistema a base 20 mancando di 
segni speciali per indicarle. Questo numero scritto su di un circolo (*) soddisfa alla 
proprietà ora accennata. 

90 Dalla forma del numero N,(18 7°) è facile riconoscere come si possa dal n" 2 
dedurre immediatamente il numero N. Basta diminuire di un'unità l'ultima cifra di Q 
e farla seguire dai complementi a 6 defie cifre dì (Q-1). 

Non sapendo perù se B appartiene ad m (mod p) non si potrebbe asserire che il 
numero n ottenuto nel modo ora detto, soddisfa al problema, perchè potrebbe risul- 
tare composto dì gruppi eguali di cifre (i). Perchè ciò avvenga è necessario che il 
numero dei gruppi di N sia dispari , e cbe per conseguenza ognuno contenga un 
numero pari ili cifre che ogni gruppo sia formato in modo analogo al numero N 
cioè c)ie le cifre della prima metà sieno rispetti Tameate i supplementi a b delle 
cifre della seconda metà. 

Per esempio, nel sistema a base 8, di numeri cosi composti si trova U 

il 3 41 3 0413. 
il quale è dedotto colla regola accennata dal n. 3, che nel nostro caso è dato da 

^^=047305 

Tuttavia per la ricerca dei numeri N è meglio servirsi del quoziente 

anziché verificare se B appartiene o no all'esponente m Se la divisione precedente 
si fa esattamente e purché il quoziente non risulti formato di gruppi nel modo ac- 
cennato sopra, il numero IV esiste, e sì deduce da questo quoziente nel modo già 
detto. 



loghe alle decimali nel sistema di numerazione a base B) dà luogo ad una frazione 
periodica semplice, e se il periodo contiene p - 1 cifro, il periodo gode di tutte le 
proprietà del numero N. 

Per ora mi basta di aver risoluta la questione proposta in principio; a suo tempo 
vi tornerò sopra per risolvere una questione che comprende come caso particolare 
quella di cui mi sono ora occupato. 



Viareggio, Dicembre 1886. 



(*) Il lettore è pregato di fare la figura. 
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TJN TEOREMA SULLE CURVE DEL 3" ORDINE 

BOTA 

BI 

GABRIELE TORELLI. 



rn una breve nota inserita a pag. 172 di questa volume, cercando la inter- 
pretazione geometrica di alcune forme invariantive del sistema dì tre cubiche, io 
dedussi qualche proprietà delle curve piane del ters' ordine fornite di punto dop- 
pio. Ora la verità della proposizione , cui in ultimo pervenni , non è subordinata 
all'esistenza del punto doppio , ma il teorema regge per .qualunque curva piana 
del 3* ordine. Se già non ne esiate una dimostrazione più semplice, potrebbe ri- 
tenersi una delle seguenti. 

Sieno rappresentati i punti U della curva come funzioni ellittiche d' un para- 
metro u, in modo che al valore di questo par-imnlro corrisponda un punto d'in- 
flessione ; e sieno U, , U, . ... , 11,^ i vertici di un poligono dì ~3ii lati iscritlo nella 
curva, e siano A, , A, , ... , A^ gli ulteriori punti d'incontro dei successivi lati del 
poligono colla curva medesima. Se id, ed u' sono i periodi della curva, abbiamo 
le congruenze : 

«i + «1 + a, =0 1*1 + «» + a, = \ 

«» + M* + flj =0 tt, + «( + a* 3 i 



) (mod. M , 



«!.-) + M»» + ot»-* = Mi» + «. + fl», s j 

dalle quali si ricavano le altre duo 

tn n tu n 

£ Uj -I- £ Oli., = , £Uf + £a„ = 0, 
donde 

n n—ì 
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questa' congruenza esprime ti teorema : 

Sé tin poligono di 2n lati iscrtdo in una curva di 3' ordine, senza cessare 
di essere iscrillo nella curva, si delorma in modo che 9n-l lati rofono allomo 
ai rirnanenli loro punii d' intersezione colla curva, anche il resiante lato rota 
atioTiio airultcrtore suo punto d'incontro colla curva slessa. 

Alla meilesiraa proposUìone può anche pervenirsi cosi : 

Sia U, UiU]Ut un quadrilatero iscritto in una curva del 3" ordine, e siiino 
A, , A, , A, , A«, P rispettivamente i punti in cui le rette D, U, , UiD, , U, U, , 
U(U, , A, A, tagliati!) di nuovo la curva. Giacché U, , U^ , A, stanno per dritto, 
come pure Ug,U4,A,, per una nota proprietà (Clebsch-Lindmani) , Lepons 
de Geometrie, T. Il, p. 221) vi stanno pure P , A^ . A4; perciò se A, , A^ , A, re- 
stano fissi, tale pure rimane P, e «juindi anche A^. 

Il teorema, provato cosi pel quadrilatero, si estende a un poligono di un qua- 
lunque numero pari di lati, corno l'analogo nella teoria delle coniche. 

Napoli , Ottobre 1888. 
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NOTA SU UNA CUSSE DI DETERMINANTI 

• I 

GINO LORIA. 



In molte ricerche di Geometria analitica occorre calcolare del determinaoti 
il'ordinii qualunque n rormati con n potenze di esponente intero di altrettante in- 
ileterminate; per trovarne il valore si può usare il procedimento seguente cbe ci 
sembra notevole per la sua semplicità (*). 

1. Notiamo anzitutto che senza diminuire la generalilà delle nostre conside- 
rationi, possiamo supporre clic ti minimo esponente delle potenze a cui son elevato 
le indetcrminate sia e che gli esponenti siano distribuiti in ordine decrescente 
da sinistra verso destra. 

Ciò premesso, è chiaro che il piìi semplice determinante della classe in di- 
scorso k il seguente 

"-• X "-» . . . X. 1 



(*) Quando si oonoscano i valori di questi datormiDanti , applicando il teorema 
di moltiplicazione delle mutrìoi si dedurrà il valore del determinante piò generale 



fii^n) • • ■ fmQ^ 



Die ff 6 un polinomio ordinato secondo le potenze discendenti dalla variabile. 
VOL. ZX7I. 42 
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esso è il ben noto lietorminniite di C ii u e h y ed è esprimibile come il prodotto 
n(H-l), 



delle - 



- differenze che si ottenKOim toglicR'io da ogni indeterminata '^f tutte 



quelle di indice superiore. 

2. La conoscenza del valore di questo determinante guida a quella del deter- 
minante (clie designeremo con d,) ottenuto dalla matrice 

" 1,"-' ... 1, 1 , 

■ 1 ■-' . . . >, I i 



col sopprimervi la verticale die contiene te potenze di esponente »-r. Consido- 
riamo infatti il determinante 



- *."-' . . . i„ 1 
Sviluppandolo secondo gli elementi della prima orizzontale avremo 



d'altronde D ò dello stesso tipo di X quindi potremo svilupparlo in prodotto colla 
regola rammentata nel n.* prec. ed avremo 

h.-li(a;~ ).,) (iu - X,) ... (te - i,) . 

ossia (sviluppando il prodotto indicato e chiamando Lj la somma dei prodotti t a t 
delle ^ e scrivendo per analogia L^ invece di 1) (*) 

D = 4S(-l)'L,as"-'. 



(*) Per scrìvere più simmetricamente alcune delle forinole seguenti converremo 
che sia L^ = se t < e i > ft. 
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Dal conTronto delle due espressioni trovate per D concludiamo 

(2) K = ^K- 

3. Servendoci di questo risultato potremo trovare il valore del determinante 
(che indicheremo con d,^,) che si ottieoe sopprimendo nella matrice 



la verticale che contiene le potente di esponente n -- s. E invero, consideriamo 11 
determinante ausiliare 



.\ I 



sviluppandolo secondo gli elementi della prima orizEontnle otterremo 

Dr = T (- 1)' ai""' 4, , + T (- i)'^' af^ 4, , ; 
1=0 • 1-r+i ' 

ma D^ è un determinante del tipo di A, o»de potremo applicare la (-?) e dedurre 
D, = A T (- l)'(L,L,^, - L^,L)aj.., -h i "V (- 1)'(L,L,^,-L,. ,U a;, ,- 

•-0 i-r+t ' 

GonTrontando questi due valori di D^ si vede tosto che è 

I ''rtl K I 

(3) 4r, = 4 se r <g. 

I Vi L, I 

i. Ora che conosciamo 11 valore del determinanle &,, potremo dedurre quello 
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del determinante (che indicheremo eoo &r,i.i) che si ottiene leviindo dalla matrice 

v,"+» 1,"+' ... X,"-''-' 1,*-'-' ... i,"-'+' i,"-'-'...x, 1 

1,"+» !,•+• ... J,,"-'-+l !,•-'-• ... 1,"-*-' X,'—-' ... 1, 1 

y,»H x,»+« ... i,*-.'*» C^' ••■ '^■""'^' V"* — K 1 

la verticale che contiene le potenze di esponente n — l; perciò trasrormeremu 
questa matrice in un determinante D, , coU'aggiungerri come prima orizzontale 



a!"+»cc"+* ,., «!"-'+« ce"-'-', 



..X 1. 



Questo determinante può svilupparsi secondo gli elementi della prima orizzon- 
tale e può calcolarsi applicando la (3) ; il conrronto dei due risultati conduce al- 
l' eguaglianza 



{*) 



I>*. 



ove r < 8 < I. 



i. Continuando a ragionare nello stesso modo si conclude che: 

Se st indica con A il determinante che si oKfene dalla matrice 



. . . X, 1 

. . . \ 1 



y B+t-l ), »+<-» 



1» 1 



sopprimendovi le colonne c/ie contendono le potenze di esponenti 

n-r, , D-r, , ... , n -fi ove r, <r, < ... < r, ; 

e se con L,- si indica (a somma dei prodoUi j a j delie x quando < j < n mentre 
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Si indica l'unilà quando j = e io zero quando j < o > n ; si avrà Videnlità 



r,,r,,..,,r, = 4 



Mantova , S Settembre 1888. 
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SULLE CURVE RAZIONALI NORMALI IN UNO SPAZIO 

A n DIMENSIONI 

DI 

GINO LORIA. 

Aloune generalità euDe ourve razionali normali. 

1. In uno spazio a n dimensioni S, chiamiamo x„x^...x^ le coordinate omo- 
geneo di un punto ce e ^g S, ... S„ quello di uno spazio a n - I dimenEioni S,_, 
e supponiamo scelto il punto unità in moilo che la condizione afQDchè il punto x 
e lo spazio ( siano incidenti sia espressa dalla relazione 

(1) !S^'"* = '^ « ^»> = °- 

In Sg consideriamo n fasci di S^, fra loro proiettivi le cui equazioni siano 

(2) X»],m + ;jiC.<'l = (r=l,ì.....n), 

~ essendo un parametro. Il luogo dei punti d'intersezione delle ennuple dì S,_, 

corrispondenti ò una curTa d'ordine n C, „,« (*) razionale normale, la quale in- 
contra in n — 1 punti lo spazio a n — ^ dimensioni sostegno di uno dei fasci ge- 
neratori la curva. Essa può ottenersi non soltanto dai fasci dati ma anche da 
flltrl n fasci proiettivi d) S^^, i cui sostegni abbiano ciascuno n - 1 punti comuni 
colla curva. 



(*) Begnendo l'esempio del sig. E. H. Moore {Traits-tctittns of tìte Connecticut 
Academy, Voi. VII 1886) indichiamo eoa S,it, uno apa:cìo a r dimenBìosi d'ordine 
fi contenuto in uno spazio lineare a k dimensioni e non in uno meno esteso. 
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2. La curva G, „ „ pii6 generarsi altrimenti. Consideriamo infatti le co*'' rette 
che si possono condurre pel putito comune agli n spazi a n — I dimensioni 

1«'" = . V = o W' = o 

e tutte quelle che sì posson condurre pel punto comune agli altri spasi 

c.'"=o . W" = <J'^ = 0. 

Supponendo che fra questi due sistemi di rette esista una corrispondenza prò 
iettiTa, due rette corrispondenti qualunque potrannosi rappresentare con equanioni 
della seguente forma 



\ «1 «1 ■■■"«. 

(S) 



Vi sono oo< punti x di S, per cui passano due rette corrispondenti, uno qua- 
lunque dì essi soddisfa le equazioni precedenti, cioò le 

il,('' = -(i«, , lJ'> = Xa^ , (T=l,...,n) 

epperò anche le seguenti 

^ilx'" + l*t/'^0 (r = l,...,n). 

Ora queste equazioni non differiscono dalle (2) , dunque il luogo do' punti x 
ora considerati non dilforisce dalla curva C,^, , già ottenuta. 

Questa è delerminau da n + 3 da' suoi punti, perchè con questi dati si pu6 
determinare una corrispondenza proiettiva fra gli clementi di due sistemi di retto 
arente per centri due dei punti dati e generanti una C,,,, che contiene gli altri. 
Quindi il numero delle curve raitonali normali dello spazio a n dimensioni 

3. Risolvendo le (3) rispetto ai rapporti delle x^Xf-w^ si ottiene un risul- 
tato della forma: 

(4) pav='2:"a„V'ti.-' (i = , 1 , ... , n). 
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è diversa da se la curva considerata, come supponiamo, non appartiene a uno 
spasio a n - 1 dimensioni ; quindi noi potremo risolYCre le equazioni (i) rispetto 
alle n + 1 quantità 

X>-' (r = 0,l , ...,n); 

e, se chiamiamo a^j^ l'elemento aggiunto di a^ nel determinante n, otterremo 

p L a,, 03, = o i.' H-*"'- 

Se quindi facciamo la trasformazione di coordinate slabilitn dalle formole 



potremo scrivere 



a fco 



oy, = X'li.-'. 



Riponendo x al posto di j/ , f al posto di o e scambiando fra loro X e [i {>iuiu 
geremo cosi alla seguente rappresentazione parametrica dpAle coordinale dei pumi 
della curva 

(5)' pai, = X»-*(i*; 

si può anche dire che la curra È rappresentata dalla forma binaria 

eguagliata a zero, perchè per ogni valore dei rapporto 1 ; [x , F(X , |ji) = è l'equa- 
zione inviluppo di un punto della curva. 

Per semplicità faremo nella (5) it = 1 , onde la curva sarà rappresentata dalle 
equazioni 
(50 pa!| = X--* 

e diremo punto À il punto della curva a cui corrisponde il valore X del parametro. 
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4. Chiamiamo A^A, -..A, i punti fondaroentali del sistema di coordinate ri- 
spetto al quale la curva che consideriamo è suscettibile della rappresentazione 
(5) (3)'. 

È agevole dimostrare che i punti A^ e A, appartengono alla curva e il punto 
A,(r = I , .. , H - 1) è l'iiiterscziune dello spazio ad n — r dimensioni che con- 
tiene il punto Ag e n - r punti consecutivi della curva (cioè VS^_, osculatore in 
A, alla curva) colia spazio ad r dimensioni contennnte il punto A„ e r punti con- 
secutivi della curva (cioè l'S^ osculatore in A, alh curva). 

[Jn tale sistema di ti + I punti e degli it + 1 S„_, che li congiungOGO si dirà 
<n + l)-ciÌro di osculazione della dal'i curva corrispondente alla corda AgA^; 
la curva ne ammette <»■, 

5. 1,'equaziono dello spazio a n-l dimensioni che contiene j punti X,Xi ..ì.„ 
della curva ha per equazione 



K' K"* K' 



a;»-, a;. 



finalmente (*), chiamando L^ la somma dei prodotti delle X, . . . X, prese i per 
volta . 



(7) 



£ (- i)* iiX( = <ì, 



avendo scritto per umrormità L, invece di I. 

Facendo X^ = \^= ... =\^ e chiamandone X il valor comune dedurremo che 



(8) 



|](-iy(';)x'x,=o 



(") Cfr. la mìa Nola I 
vob. XXVI. 



Ulta classe di determinanti, che precede qaesto articolo. 
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è l'cquaziono dello spazio h n — 1 dimensioni osculntore in X ali» curva data. 
Gli oo* spati a n - I dimensioni osculatori alla curva ne costituiscono la svilup- 
pabile oatsulatriee. 

6. Siano X, X, ... ).^ V-tV^ — ^g ' pai-iimetri di p + q = n + l punti della curva 
e siano a:QXt...ieit le coonlinnle del punto ac comune all' S^., determinato dai 
primi p punti dati coli' S^, determinato dai rimanenti. Si potranno assognhre ai 
ceellìcienli a, a, ... a^ ^, ^^ ... ^ ' 

X, = a, X,""' + fltj X,* 



ilei vHlo^^ tali obe risulti 



■ + p,^"-' 



Wi = 0, I ,...,«). 



Eliminando le a o le ^ si ottengono due gruppi dì equaiioni che pos.<tono 
rappresentarsi cosi 






1*,"- 



-0; 



se si chiama Lj la somma dei prodotti i ad i delle X, . . X^ , H, la somma analoga 
formata colle iL|.-.|Ji„, queste equazioni si possono scrìvere cosi: 

aJ,-L,a;^, 4-Lt!r,v, -...■!-(- Ì}''L^XM.p =0 (r = , I,... ,n-p) 



X, - H,cc^| + MiOif^ 



.+(-l)'B^„, = (s = 0,l,...,n-5) 



3 serviranDo a determinare le coordinate del punto x diane! definito- 



Facendo in particolare X, = Xi = . 
zioni (9) divengono 



. = ki, = X,|i, = l>,= ...=H, = li, leeqna- 



(10) 



Ut- !)'(?)»'-,« = » 
5 (-iy(?) )/«,„. = 



(r = 0, 1 .... 



(« = 0,1, 



• n-q) 



e scrroiiD i 



i trovare le coordinate del punto in cui l' S^., osculatore in \ alla 
curva incontra 1' S^_, osculatore in [ji, nell" ipolesi clic sia in-q=n + 2. 
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Se p. e. facciamo p = 2 , g = 2 troveremo che le coordiniite del punto in cui 
la tangente nel punto X jj incontrala dallo spazio a n - 1 dimensioni osculatore 
in ?. sono diite dalle formolo 

(IO**) (io!,= i"-'|tt + (»-i)ii| (i = 0,l n). 

7. Se un Sr contiene r punti coincidenti in X della curva che studiamo, ogni 
spatio ad n — I dimensioni passante per esso lia la stessa proprietà, se quindi 

S»a:o+5, X, + ..-*- 5,0!, = 
è l'equazione di un tale spazio l'equazione 

5.X" + 5,l'-'+..- +5.= 
doTrà avere r radici eguali, opperò dovranno sussistere le relazioni 

(11) S5,(ll-0(n-(-l).. (»-(-/l+))i(i-l)...Ct-r+li+l)X'-'-» = 

((1 = 0,1 r-l). 

Se p, e, è r = rt si hanno le condizioni 

I ti-X5, +5, =0 

l (ii-i)-X5, +5, =0 

(H') 

2-X|,., + 5._, = 

l-X5.-, + 6. =0 

dalle quali è tacile dedurre nuovamente l'equazione (S> dell' S«., osculatore in X 
alla curva ; se invece r = n — 1 si hanno le condizioni 

n-Ci-DS. X>+2(«-f)-lX5, + 2-IS, =0 

(il-l)-(>l-2)5, X' + l!-(n-2)-2i|, + 3-25, =0 



(11") 



e cosi via. 



32 5,^X' + 2-S.(n-2)X5,., + (vi-lKn-2)S.., = 
SI «..,X' + 2l(u-l)X;._,+ n-(ii-l)E. =0; 
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12. Facciamo un'applicazione di queste forinole. 

Riprendiamo U furma binaria di grado n F(X,)i) dofinìt» diilla (6); la Bua 
forma polare rispetto al punto /., , [i, è (dopo aver fatto per semplicità ^ = ^^1 = 1) 

S5;l(i*~t)X,X"-'-M-iX'»+' ! 



e rappresonlii, eguagliata a zero, una cuna razionale d'ordine ii - 1 clic può an- . 
che intendersi indWiduata dalle equazioni 

pXo =nX, >"'• 

pa;, =C/i~1)X,X«-»+|.X»-" 

ex, = C»- 2) X, X"-* + 2-X""» 



px,., = U, + (n - 1) X 

pa;, =n. 

Questa curva appartiene a uno spazio a n— I dimensioni 

S» »o + £t aJi + ■ ■ ■ + 5« a?» = ; 

coellìcienti So^i--^n soddisfano, come si Tede facilmente, le eguaglianze (11') 
n cui si scriva X, invece di X : dunque quello spazio non è che quello che oscula 
n )., la data curva. Dunque: se F(X,(ji) = o rappresenta una curva C,„,, raiio- 

• sr 

male d'ordine n— 1 apparto nenie all'S„_, osculatore a C,,„,, nel punto X, iji,. 

Similmente la seconda polare dì X, , [ji, rispetto a F(X.[i) in cui si sia fatto 
)iL = p, = I , cioè la forma 

2 5ii(n-ij(n-i-l)X"-'-n,» + 2(n-i)iX-'-*\, +i(Ì-l)X"-*i 

eguagliata a zero rappresenta una curva razionale d'ordine n — 2, posta quindi in 
uno spazio a « — 2 dimensioni ; le coordinate di un qualunque spazio a n - 1 di- 
mensioni passante per questo soddisfano (lo si dimostra senza dlfllcollà) alle equa- 
zioni che si deducono dalle { i l") scrivendo X, invece di X. Dunque : se F(X , W = 
rappresenta una curva C,,«,n razionale normrile d'ordine tt , 

' 9X* ' ' oX 9(1 ' d^* 
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r;i|i|> roventerà una curva razioiiaìu nonriiile d'ordino « -2 appartenente all' S„_, 
osculatore a C,^„^,.nel punto X, ,[i,. 

Analogamente si dimostra : 

Sa F(X,[i) è un-'i forma binaria che eguagliata a zero rappresenla una 
c«ri"( T'ii:tonafe normale dello siiazi't a n d/minsioiu , le sue snccensice pnluri 
rtit/ic//n « À, , ;ì, rtpprcseiUeranno ddle etimi; r'>z''>'i'iU nor-ntli dfgli ontiin 
n - I , n — 2 , ... piate rispullivaineiva vi ispazii a n - I , n — i , -. diinniisi'rii 
oscniaiori alla data nd punto X, , n, . 

Quest'osservazione può tornar utile nello studio delle forme Liinnrie rappre- 
sentate sulle curve razionali normali. 

i'ò. L'equazione (8) è una relazione fra il parametro di un punto della curva 
e un punto x del piano osculatore in esso; ritenemlu in essa le x^Xf-.x„ come 
date essa servirìi a dcterminire i punti della curva ì cui S„_, osculatori passami 
per a;. Questi punti sono in numero di >i e determinano un S^., la cui equazione 
è (se Xf sono coordinate correnti) : 



(12) L{-l)'(")a!,X.., = 0. 



e le cui coordinate sono : 



= (-V(?)» 



Il punto ce e lo spazio ad n - I dimensioni costruito sono associati in una 
corrispondenza involutoria ; il luogo dei punti posti sugli S„., corrispondenti ha 
per equazione 

(13) "^{- l/(j)»,cc«w = 0. 

e l'inviluppo degli S„_, che passano pei punti corrispondenti 

(14) 



(?)' 



Se n è dispari queste equazioni sono soddisratte identicamente, se n è pari 
rappresentano una stessa superficie di f grado. Dunque : quella corrispondenza 
iiivoiutOTia è un sistema nullo se n è dispari , è una polarità riapello a un» 
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8upcr/ìcte di ì^ grado passatile per tutti i ptmii della curva e tangente a tutit 
i suoi piani oscululori se n è pari (•;. 

1(. li primo membro della (13) è rultiino scorrimento del primo membro 

della (8) previamente ridotto a forma omogenea col sostituire a X il rapporto - ; 

dunque il n." precedente porge rìaterpretazione geometrica liel suo annullarsi 
identico, per n disiiari'e il signiflcato che ha l'equaiione che si ottiene eguaglian- 
dolo a zero, per n pari. Ci proponiamo ora d'interpretare geometricamente l'Hes- 
siano del primo membro della (8), che scriveremo sotto forma omogenea cosi : 



?(X,X') = |(-1)'('!)X'X'" 



Cerchiamo a tale scopo le equazioni di un S,.j passante per un punto fi della 
curva e osculante la curva stessa in X; notando che le equazioni dell' 8„.t deter- 
minato dai punti {i , X , ... , X, sono 



5^1* 



• X»-.*"* 



■ ■ - ^-1 



i trova, ristabilita l'omogeneità, cbe le equazioni cercate sono 



3»? , g'ql 



3*9 



Eliminando n e r/ si trova per determinare X : X' l'equazione 



ax» dx 9X' 



9'? 9»? 

dX'dX ax'« 



(•) Clifford. On the clasBification of loci (Phil. Tiansacthns of the Roff. Soe. 
of London. T. CLXIX, 1878, Partii; appara Malhem'itical Paperi bp W.K. Clif- 
ford, London 1882, p. 395-329). 
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la quale dimostra : 

Per uà punto qualunque x detto spazio a n dimenaiuni Tinasano 2(n — ^) 
spazii a n - 2 dimensioni di cui ciascuna contiene un punto di una curva ra- 
zionale normale e ha altrove con essa un confallo d'ordine n — 2; l'equazione 
che determina i punii di coitiatlo ha per primo membro l'hessìano della forma 
the rappresenta i punii dì cmUalf) dpgli spazi n n — I dimensioni onculaiori 
possami per quel punto i. 

Collineazioni ohe mutano in sé stessa una ourva razionale normale (*). 

15. Una collineiizionc nello spazio a n dimensioni t determinHta dalla cono- 
scenza di n + 2 coppie dì punti corrispondenti onde dipende da n(r( + 2) costanti. 
Afllochè essa trasformi una curva razionale normale in un'altra, è necessario e 
sufficiente che i punti corrispondenti a n + 3 punti arbitrari della prima appar- 
tengano alla seconda; il che trae seco (n + 3)(n — 1) = n(n + 3) — 3 condizioni. 
?fe viene che : 

£8is(ono 00* collineazioni che trasformano una curva razionale normale 
deflo spazio a a dimensioni in un'altra curva analoga. 

Ciò prova cbe una curva razionale normale non ha invarianti assoluti e in 
particolare che : 

Vi sono 00* collineazioni che trasformano in sé stessa qualsia curua razio- 
nale normale. 

16. Se il punto X della curva G, , „ rappresentata dalle equazioni (S'J si muta 
nel punto u della stessa Tra ì parametri X e ^ passerà una relazione algebrica 
tale che ad ogni valore di X o dì |jl corrisponde senza eccezione un valore deter- 
minato e unico di II 1 ; dunque si avrà 

(15) aif' + 6i + c;i. + d = 

a , 6 , e , d essendo delle costanti. 

Viceversa ogni proiettività fra i punti di G, ^ n individua una coUineaiione in 
8, che muta la curva in sé stessa ; a un qualunque S„_, che sechi ia curva nei 
punti ^t^f.i, corrisponderà 1' S.^, individuato da' punti di C, , . che corrispon- 
dono a questi in virtù della (15) ; a qualunque punto w di S, corrisponde l'mter- 
sezione degli S.^, che osculano la curva nei punti che, grazie alla (15), corri- 
spondono ai punti dì osculazione con G,^,^^ degli S„., passanti per il punto x. 

Se So $1 • • • «n e )3a )]i ■ ■ ■ la !tono le coordinate di due S,_, corrispondentisi 



(*) Facendo nei riBnltati di qaeato g e del segnents n = 3 si ritrova qaanto il 
sig. R. Stnrm espose nel Voi. XXVI dei Mathematische Annàten. 
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nella collineazione individuata dalla (15) le due equasionì 

devono mutarsi I' una nell' nltra in virtù della (15j ; vale a ilire se nella prima 
(0 seconda) si sostituisce a X (o n) ÌI valore tratto dnlta (i5) , si deve giungere 
alili seconda (o prima); quindi idcntiftcanOo, a meno di un Tattorc, i risultuti si 
ottengono le equazioni che porgono le t] me liante le t o viceversa. 

17. Supposti presi come vertici Ag e A. del sistema <li riferimento i punti 
doppi dell'omografia sulla curva, la (1S) si potrà scrivere sotto la forma 

(16) i,. = k\. 

Questa proicttività determina in S„ una collineazione avente per equazioni : 

Esse ci provano che : 

Gli n + I punii di una collineazione che irasforvia m sé slessa una curva 
razionato normale, formano V {n + l)~edro d' oseida sione che corrisponde alla 
corda della curra che. unisce i punti doppi della pToieltiviia che la dfi(rt colli- 
neazione (ìeiermina sulla curva. 

Quindi il formare i punti uniti di una collineazione un (n + l)-edro di oscu- 
lazione di una curva razionale normale è condizione necessaria alUnchi: quella tra- 
sformi questa in sé slessa ; è facile vedere che non é però suITlcientc. Supponiamo 
iufatli che la curva C,^^ sìa al solito rappresentata dalle <K') e la collineaiione 
Io sia dalle equazioni 

Affinchè questa muti in sé stessa la curva C,,»,, bisogna e hasta che per ogni 
valore di X ne esista uno di e per cui sia 

ossia 

è dunque necessario anche le costanti k^k, ... k^ siano proporzionali alle potente 
0' , 1° , ... , n" di una stessa quantità Per enunciare (geometricamente questo ri- 
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sullato notiamu clic il rapporlo enarmonico del punto Xia;^ , ac, , ■ . . , x^ , del 

punto Y(AoCCo j Ali" K^n) '^ '1'^"® ^ruccQ T; (ove i = , 1 . . . . , n — l) e T^ 

della retta che li congiungc sagli spazi fl:i = 0,a;, = è dato da 



e cbiamismo gli n rapporti anarmonici (XTT, T„) invarianti della collineazione 
Potremo allora dire : 

Affinchè una collineazione muli in sì; stessa una curva razionale normale è 
necessario e svflirAcnle che i suoi punti uniti formino un (n + ì)-edro di osciila- 
zionc della curva e cke i suoi invarianti stano ej;ua(i alla potenza successiva 
diiW n"^ alta I* di una stessa quanlilà. 

IS. Una collineazione che muta in sé slessft la 0, „„ rappresentata dalla <S',), 
cambia in sé stessa anche tutte le quadriche 

1 A( oSf x„_i = 



le quali sono oc* o oc * secondochò n è pari o dispari ; quando n ò pnri fra 
queste quadriche trovasi la (13). Quella collineazione muta anche in sé stesse 
lo oa*~* curve razionali normali rappresentate dulie equazioni 

piCj^AjA"-' (t = 0,l n) 

le quali (qualunque siano i valori delle Aj) hanno tutte per (n + l)-edro d'oscula' 
zione quello di riferiuiento. 

Fra queste ne esiste una notevole la quale è il luogo de' punti in cui le tan* 
Lucuti nei punti X della curva sono incontrate dagli S„_, osculatori nei corrispon- 
denti punti y. ; la rappresentazione parametnca di essa Icome insegnano le equa- 
lìoni (10 bis)] è 

px, = I i(l - ft) + n/c| X"-*. 

19. I casi particolari della collineazione (11) si ottengono tutti supponendo 
che due o più de' suoi invarianti siano fra loro eguali; ora alTiucliò accada per 
collincnzionì reali deve essere k=\ oppure fc--l. Nel primo caso si lia l'iden- 
tilà. Nel secondo si ha una corrispondenza involutoria avente per spazi di punii 
uniti 

aCfl-O , a^=0,...,ac„ =0 ; x^-Q , ic,=0 ,..., x„_,=0 se n 6 pari 

cCj-0 , a;,=0 ,..., a;„_,=0 ; cc,-0 , x,=0,,. .a., =0 se n è dispari, 

V0[,. xxvi. 4i 
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bue punii quftlunquc della curva determinano una di queste trasfurinnzioni 
iuTolutoric che mutano la curva in se stossa. 

20. Nel CHSO in cui la proiettività (15) s'a involutoria, presi come vertici A^A, 
del sistema di riferimento due punti corrispondenti, la (15) potrà ridursi alla forma 

e determinerà in S^ la collineazione rappresentata dalle equazioni 

(18) ■n,=hUn-i , ea'i^ft^y»-! 

la quale è involutoria e ha due spazi di punti uniti rappresentati dalle equatiuni 



OJf = & * , o»e 



t = . I .... , — 5 — se » è dispari 



» = , 1 , . . . , —s — se n è pari . 



Correlazioni che mutano una curva razionale normale 
nella propria sviluppabile csculatrice. 

91. Ragionando in modo analogo a quello seguito nel $ prcc. si vede che: 
Vi sono oo* correlazioni che mutano una curva razionale vormale nella pro- 
pria soiluppabile osculairice. F.icendo corriapandcre ad ogni punto della eurra 
il punta di oscillazione dello spnzio corrispondente della sviluppabile, si otlieihe 
una proiettivilà fra' punti della curta ; ticerersa ogni tale pToieliivUà genera 
una delle correlazioni di cui è parola. 

Questa proieltivilà potrà supporsi rappresentata dall' equatione (16) ; le equa- 
zioni della corrispondente correlazione saranno 

e (picste mellono in cviilcnza come il sislcina ili rircriinento sia disposto rispoUo 
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ìilla correlazione {'), e permettono di sorirere tosto le equaiioni dei luogbi dogli 
clementi corrÌs|>ondeDti incidenti. 

Una correlazione mpiirescntabile con equazioni della forma 

non muta in generale la curva (S') nella propria sviluppabile osculiitrice ; perchè 

ciò accada devono le costanti -r^ (i' = , 1 , . . . , n - 1) essere proporzionali alle 

potrnze successive di un» stessa quantità divise pei corrispondenti coelTicicnti dello 
sviluppo della potenza n"" di un binomio. Ecc. ecc. 

Se in proiettività binaria sulla curva è involutoriu, rappresentandola coir equa- 
zione 

essa darà origine alla correlazione individuata dalle relazioni 

m 'i, = (.-i)'{l)i''y,i 

questa b la poiaritii rispetto alla quadrica di equazione 

quudricR rispetto a cui è auto-coniui,'&to il dato (n + l>-edro di osculazione della 
curva C( H ,. Ecc. ecc. 

Mantova, 45 Settembre 1888. 



(*) Sì noti che le (19) rientrano nelle forme c&noniche a coi sott riducibili le 
equazioni di una correlazione generale dello spazio a n dimensioni. 
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UN TEOREMA NELLA GEOMETRIA 

DI UNA CERTA CLASSE DI CORRISPONDENZE 

PEL 

Dott. A. DEL RE. 



Il Cliiiirisiimo Prof. De Paoli s in un breve arLicolo inserito nei Rendiconti 
della H. Accademia dei Lincei (Anno 1886) ha generalizzalo, estendendolo al cnso 
di due involuzioni proiettive, un notissimo teorema sulle omografie binarie. Questo 
teorema consiste in ciò clie, data una umo^rafla binaria $. un elemento qualunque 
ed il suo coniugato armonico rispetto ai due elementi cbc gli corrispondono in ¥ 
e nella inversa di V, sono coniugati armonici anche rispetto agli elementi uniti 
di $ (*]. Ora, siccome si ha nel piano, nello spazio ordinario oJ in generale in 
uno Rpnzio lineare qualunque, un teorema analogo, il quale si enuncia dicendo che, 
data una correlazione T di questo spazio, un punto qualunque ed il suo S'„_, 
(piano per n = 3, retta per » - 2) armonico rispetto ai due S'„_|,che gli corri- 
spon-'ono in r e nella inversa di r. sono armonici (polari) pure rispetto alla F\., 
(quadrica per n=3, conica per n=2) luogo dei punti che appartengono agli S'„_, 
corrispondenti (••), cosi si doiuamla se questo teorema può generalizzarsi , e nel 
caso afTermiitivo dare la generalizzazione. 



{*) Di questo teorema si trova una prima menzione nella Geometri'. s»pirieare 
a Chagles; è ricordato nella memoria dello Smith i Mémnire sur qutìques pro- 
Uémes C'ibiques et biquadratiques a Ann. di Mat. t. ITI. serie II; e stanta la sna 
importanza nella teoriii delle proiettività binarie è stato posteriormente trattato da 
diversi altri geometri. Vedi, p. e., Wiener a Rein Oeo ti et fische Theorif dcr Darstd- 
lung iinirtr formen. An, 1885; Segre a Le coppie di elementi imag. etc. Atti della R. 
Aco. di Torino An. 1886; e L^s komographies birtaìres et leuis faìs't'iux, C relle 100. 
Si è posto poi a base di quasi tntto il meccanismo geometrico della teoria delle tra 
sformazioni lineari reali nelle n Lezioni di Oeomrlria l'roietliva t del Prof. Sannia. 

{**) Qnesto teorema pel piano e per lo spazio credo sia stato dato per la prima 
volta in una memoria di Schroeter, Giornale di Creile, voi. 75. SÌ trova an- 
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Scopo della presente nota è precisamente <li rispondere ad una tale domanda. 

Si ponga fra i punti x , x' di due spazi! sovrapposti S , S', lineari e ad n di- 
mensioni una corrispondenza algebrica tale che i punti x' di S' corrispondenti di 
un diito punto x di S generino una varietà S("''„_, di n- I dimensioni e di or- 
dine rii', che i punti a; di 8 corrispondenti di un dato punto x' di S' generino 
una varietà S'^'^., di egual numero di dimensioni, e di ordine m. Allora vi sarà 



che nella memoria del sig. Monteaano 9 Su la corrispondensa recìjiroca di due si- 
stemi delio spazio, Napoli, 18tt5, ed io quella di Starm e Zur Theorie iler Colli- 
neotion uni corre'ation Uath. Ann. Bd. XXVIII. È stai» poi esteso alle correlazioni 
in uno spazio qualunque dal Segre nella memoria « Ricerche sullo omografie e cor- 
relazioni in generale. Atti della R. Acc. di Torino, An. 1885 Non credo però che 
se ne abbia ana dimostrazione la qna'le non lasci nulla a desiderare dal punto di 
vista della sintesi pura. Mi permetto perciò, cogliendo l'occasione, di darne una pel 
piano, che pare risponda interamente allo scopo, enunciando intanto il teorema nella 
Forma piti completa che segue : Se di ogni punto M del piano di una correlazione V 
si prende la polare m, rispello alle rette m^ , m, che gli corrispondono ordinatamente 
in r e r~* , M rd m si corrisponderanno rispetto ad uno stesto sistema polare, e cor- 
relativamente. Si avranno cosi due sistemi polari : gu'sli si corrisponderanno involu- 
iorinmente in r , e l'omografia risultante dal loro prodotto 4 un' omologia ; sicché essi 
sono bitangenti. 

Di vero, se si fa percorrere al punto M una retta arbitraria p, supponendo che 
a p corrispondano in r e r~' oidi natamente i punti Pj , P, , al variare di H , le rette 
ttij , ni, descrìveranno rispettivamente intorno a P^ , P, fusci proiettivi alla punteg- 
giata descritta da M, e tali che, posto m^p ~ M, , »t,p = M, , i punti MHj doscrive- 
ranno una proiettìvità B'^ , descritta pure evidentemente dai punti M,M. Bla 3p l'in- 
volu'.ione unita di Tp , posto mp = W, siccome è M' il coniugato armonico di M, ri- 
spetto ad M, Mf , sarà M' il coniugato di M ìu Of^ , e perciò da una parte la m cor- 
rispondente del pnnto H' passa per H (circostanza che serve appresso), e dall'altra 
eseguendo il prodotto r^ 3^ , in questo prodotto, che per la permutabilità di r^ e 0,, 

è ugnale a 3^ I'^, sì hanno le corrispondenze ' . Sicché, proiettando ordinatamen- 
te da P, , Pt le due punteggiate proiettive che danno luogo alla I'p3p> ^ posto 
P,H=»i(' , P,H = ni,' si ba fra ì fasci dì centri P, , P] ona proiettività nella quale 
ni, ni/ , m, m,' sono coppie di raggi corrispondenti ; e quindi la retta m , la quale 
unisce i pnnti m,m^ , m/m,' passa costantemente pel centro di proiettività di tati 
fasci, intorno al quale, giusta la circostanza notata sopra, descrive un fascio invola- 
torio alla punteggiata descrìtta da K, Sì conclude dunque che, al variare di M, que- 
sto pnnto e la retta m descrivono un sistema polare II,. 

Applicando a 11, la correlaxione r si ha un altro sistema polare n, : questo è 
il luogo delle coppie (rette e pnnti} che si ottengono associando od ogni retta del 
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iiiiii varietà S'"*"'J„.,, dell'ordine m + m', luogo si» (Jei punti a; die appartengono 
«He corrispondenti varietà S*"''^., die det^li analoghi punti x' ; ed il teorema che 
stiibilisce U generalizzazione domandala può enunciarsi nella maniera seguente : 

/•' S'„_, polare di un panlo arbili'ario rispeiio all' insiaina delle due varietà 
8*"\_, , S'"*a_i che gli corrispondono unn volta consider-indolo come punto di 
S, un' altra come piriifo di S', b lo sle$so dell' i'„_, potare del punto rispetto alla 
varietà S(»**''„_,. 

Di vero, sia, simbolicainento. 



ed Xi,3f, (( = I , 3 , . . . , n + 1) sono le coordinata dei punti a; ,x' , l'equazione 
della corrispondeniii. Ponendo, in ip, ai.sce'j (t = i . 2 , ... , n + i), si avrà in 

l'equazione di S' "'•■'"''„_,, 

Ora r S\_, polare di un punto y di coordinate ijiii = l . -2 , ... ,n+ ìi rispetto 
ad S'"*"'^, ha per equazione : 



m. 



3x) ^L ^ '""w"'' "'»" "' ■'' '"' "ir" "v""' "'" " •* *'^^ 



piaDO il ano polo rispetto «Uà ooppi& di punti che alla rctt» oorrispoadono in r ed 
in r~<, come è evidente per le proprietft della trasformazione ; ed applicando di nuovo 
1' a Tìi si ritoma & li,. Siccbè da ana parte 11, è il sistema polare generato, ri- 
spetto a r, correlativamente al modo come si 6 generato II,, e dall'altra resta di. 
mostrato che II, e II, si corrispondono involutoriatuente in I'. 

Sia ora p' la retta che unisce i panti P, , P, ; a p' corrisponderanno in V, ed 
in r~^, due punti P'^ , 1", situati sopra p, e la polare q del ponto pp' = Q in II, , 
possa pei punti Q, , Q'| coniugati armonici di Q ordinatamente rispetto alle coppie 
P, Pi , P'tI'', t > qnali coniugati armonici sono i poli in II, delle rette p ,p'. Ma , 
dicendo P' il polo di p' In IT, , P' ò pure sitaato in g ; e nel prodotto ti, II, sì hanno , 

P P* 

Q,Q'. 

unita in un tal prodotto ; e perciò , poiché m , in Nostnn^ui , non è che la congiun- 
gente di due punti corrispondenti qualunque di 11, llj , ne ^egue che 11, 11, è un'omo- 
logia, come volevajì dimostrare. 
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e quello pol»re di y rUpetto all'insieme >tello due Tnrictà corrispoiidenli 
S'"'«_t , S(*',_, , le cui equazioni dedotte dalla (i) sono 



ha per equazione : 

= a^" o',"' (ma^"-' a'„"' o^. + m' a^" a'/*'-* a',) = , (3) 

ed il confronto della (3) colla (7) dimostra il teorema. 
Esempli : 

si ha il teorema sullo proiettività binarie 
n = 2 » a » correlaEioni piane 

n = 3 ■ » » » dello sp&Eio 

n = qualunque i » n s in uno spazio qual. 



Perm=m'=l e 



Per m = 1 , m' = 2 , n = 2 ai lia ri seguente teorema sulle reciprocitiV quadra- 
liclie piane: Se avendo {tosto fra due piani sovrapposti o,o' ima Teciproeiià 
quadratica si prende di un punto arbitrario SI la polare m, rispello alla cubica 
decomposta nella retta e nella conica che al punto U considerato ora come ap- 
parlenciile a e, ora come appartenente a a', corrispondono rispettivamente in 
o',a,H ed m saranno pure polo e polare rispetto alla cubica luogo dei pumi 
che appartengono alle rette (e qitindi alle coniche) corrispondenti. 
Etc. Etc. 
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SOPRA ALCUNE SDPKUFICIE E CURVE 



GEMINiANO PIRONOINI. 



1. Indicbiamo con R il raggio vettore cbe da un punto Rsbo (orìgine degli 
assi) \a. ai punti di una superficie S, e con 6 l'angolo clic questo raggio vettore 
fa colla normale ad S. 

Se per la superficie 5 si ha la relazione : 

(1) co86 = (p(B), 

dove f è il simbolo di una funzione qualunque , si ha che dando a R un valore 
particolare Rg , hì ottiene: 

cos 6o = (p (Bfl) = costante , 

la quale eguaglianza esprime che le sfere clic hanno il centro nctl' origine , ta- 
gliano la supcrllcie sotto un angolo costante lungo ciascun;i di tuli intersezioni. 
Tali intersezioni sono dunque lince di curvatura e la superficie S, avendo un si- 
stema di linee di curvatura posto sopra sfere concentriche , avrà le linee dì cur- 
vatura dell'altro sistema poste sopra piani passanti per il centro comune delle sfere, 
e verrà generata da un profilo piano invariabile di forma il cui piano rotola, senza 
strisciare, sopra un cono arbitrario. 

Troviamo questo profilo ; siccome esso è una geodetica della superficie S, la 
questione è ridotta a trovare le curve piane in cui k verificata la relazione (I) 
fra il raggio vettore B e l'angolo che esso forma colla normale. Siccome le coor- 
dinate di una curva piana si possono mettere sotto la forma : 

X = R cos if , y = R sen « , 
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si avrà per i coseni direttivi della tangente : 

R' cos« - R sen u - V.' sen u + B cos u 

C03a= — , cosp — — — , 

VR» + R' Vlt* + R* 

e perciò: 

a; -, u ^' 

cos6 = — "s-cosp + -jj- cosa 



•Jr> + R* 



e la GondÌEÌone (t) ci dà allora: 



m «=/ 



JK?L. 



RV1-9*(B) 

Dunque : « le superficie, in cui fra il raggio «eflore nscp.nte do «n punto 
e l'angolo clip, esso forma colla normole ha luogo la relazione (1) sono j;enero(e 
dalla curva piana rappresentata in coordinate polari u , R dalla (2) , ta quale 
.rimane invariata di forma, nel mentre che il suo piano rololu, senza strisciare, 
sopra un cono arbitrario col vertice nell'origine dei raggi vettori ». 
Se supponiamo !p(R) =: cos = costante, si ha: 

«-cot.tì(logR-Iogo) d'onde B = oe , 

equazione polare di una spirale logaritmica. 

Dunque; a (a super^cìe i cui raggi vettori rispello a un'origine sono egtuil' 
mente inclinati sulla normale alla SKperjfcve , è generala da una spirale loga- 
ritmica invariahile. di forma il cui piano, senza strisciare, rotola $o pra un cono 
arbitrario, il cui vertice ai trova nei polo della spirate ». 

Questo teorema k stato dimostrato dal Chiarissimo prof. Turazsa (*). 

Se supponiamo cos6 = — , dovremo nella (2) Tare (p(R)=— e risulta: 







equaiione polare di una circonrerenza. 



(') Annali di TortoUni, 1851. 

VDL. XXVI. 
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Dunque ; « la euperficie m evi i raggi vettori uscenti da un pvnio fisso sono 
inclinali sutia normale alla superficip. di un angolo il cui coseno è pTOporzionalc 
al raggio vettore, è generala da un cenhio invariabile di grandezza, il cui piano 
rotola, senza sirtseiare, eopra un cono arbitrario co[ verìice in un puiuo della 
curva B. 

Possiamo facilmente risohere ìa questione inversa, poicliè se , 

(3) u = r(R) 

è l'equazione polare lii una curva piana, confrontando quest'equazione colla <t) 
abbinino ; 

' R VI - 9»(R) 
da cui si deduce facilmente : 

^^^^^ wm 

•JVTW [•*(&) ' 

Dunque : a se si fa rotolare senza strisciamento, il piano di una curva rap- 
presentata in coordinate polari dall'equazione (3) sopro un cono arbitrario col 
vertice nell'origine dei raggi vettori, si ottiene una superficie i cut raggi vettori 
formano colla normale un angolo ì dafo dall'eguaglianza 



Cosi Hc U curva da cui sì parte è una sviluppante d'un cerchio di raggio a 
si ha: 



e quindi per la superficie generata risulta soddisfatta la reiasione : 



1. Chiamiamo A la distanza dell'origine degli assi ai piani tangenti di una su- 
perllcie S (1 esprimerà anche la proiezione del raggio vettore sulla normale) ; se 
ha il medesimo significato di prima, avremo : 

& = RcosO, da cui cos9 = -ir 
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ì quindi se mettiamo la conilizione A = 9(B), per ottenere la superficie corrispon- 






9(R) . 

dR + costante. 



Perciò a la superfieie tale che la disianza da un p»n(o Jlssn ai piani fan- 
genti (ovccyo mie cite la proiezione dei raggi vcllori sulle normali) è unn de- 
lemiifMKa funzione ip(R) del raggio vettore, è generata dalla ainn piana espressa 
in coordinafe polari dalla 1,4) ti cui piano, senza slrisciare, rotola sopra un cono 
(lualunque col verltce ». 

Osservando clie il piano reltillcante di nna geodetica dì una superficie o il 
piano osculatore di un' assintotica di una superQcie coincidono col piano tangente 
alla superficie slessa, potremo dire " le geodetiche e le assintoHche delle super- 
licie delerminate hanno la proprietà che i (oro piani rcKt^canii, e i lo o piani 
osculatori disiano dal punfo (iaso di un segmento che è una delcrmtnafa fun- 
zione 9(RJ dct raggio vettore ». 

Se poniamo f(R) = costante = a, risulta: 

u = arc.sen -jj- , d'onde R8enu = a, 

equazione polare di una retta ; tale retta, nel movimento più volte ricordato, ge- 
nera una superficie sviluppabile e tocca il cono, sul quale avviene il rotolamento 
del piano mobile, nei vari punti di una geodetica. 

Dunque a le sole superbe, aventi per podaria una sfera, sono le svilup- 
pabili che hanno per spigoli di regresso una geodetica d'un cono ». 

3. Chiameremo S la distanta dell'origine delle coordinate dalle normali a una 
data superBcie (3 esprimerà anche la proiezione del raggio vettore sul piano tan- 
gente) ; dalla relazione : 

8 = R8en9 , 

si deduce : 



Se dunque S si esprime in funzione del raggio vettore B per mezzo dell'equa- 
zione : 

(S) S = f(R), 
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^/R»-(B*(R) 
Se ora nelle (2) alla funzione y(R) si sostituÌBce l'altra ~ si deduce: 

(6) «=j^^^ÌffidR + ™»tanlc. 

Perciò : « {e superjfcte, fati che la disianza di un pvntu fisso dalle normali 
(ovvero lali che i(i proiezione dei raggi vettori sui piani tangenti) si esprime in 
funzione del raggio veftorc per mezzo della relazione (3), è generala dalla curva 
piana rappresentala in coordinale polari dalla (6) , la quale rtnione tnaJ(era(a 
dì forma nel menfre che ti suo piano rotola, senza sfrtsciare, sopra un cono ar- 
bitrario col vertice neli'oripine dei raggi vettori ». 

Osservando che la normale principale di una geodetica di una superficie o la 
bìnorraale dì un'assìntotica coincidono colla normale della medeBima superficie, 
avremo : n le geodefic/iG o le assinloiic/ie delle super/lete delerminule tianno la 
propricià che le loro normali principali, o le loro binormali, distano dal punto 
fisso di un segmento che è una determinata /unzione f(K) del raggio vettore a. 

Se supponiamo f(B) = costante = a. si ha: 



cioè la curva generatrice è una sviluppante di cerchio. 
Se i?CR) = aR, allora 



cioè la generatrice è una spiralo logaritmica. 

4. Presa una curva L dello spazio , l'equazione del piano normale nel punto 
v,y,z è: 

2(X-a;)cosa=.0 
e la distanza di questo dall'origine degli assi è : 

IXCOSOL. 

Supponendo che tale dÌNtanza siii una determinata ruiiiiune tp(Rj del rag{;io 
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vettore, si avrà ; 






Si osservi che il primo membro è il coseno dell'angolo sotto il quale i magi 
vettori tagliano la curva L , e quindi tale quantilà non cambia se anche svilup- 
piamo quel cono sopra un piano ; la linea L si Irasforraa in una linea piana , lo 
cui coordinate sì possono esprimere nel modo seguente : 

a; = Bcosu , j/ = Rsen«, 

ed allora per i coseni direttivi della tangente abbiamo : 

R' cos tt — R sen h _ B' sen u f R cos « 

cos a = — — , cos S = — 

VR* + B* VR' + B'* 

da cui : 

C03ft^ a"'osaf ì/cosp ^ R' - 

R VR* + R'« ■ 

Dobbiamo dunque avere : 

Vr» + R » ^ 
dalla quale si deduce : 



„=/ 



Rt(R) "«test,, 



che coincide colla (6). 

Dunque : « le curve ticHo spoeto, (oli c/io in disianza dei piani normaii da 
«fi punto /isso {omiero fai* c/te la protezione del raggio veltore sulla langenle) 
È uno dc(cnnÌ7ia(a /"unzione t(R} del mf/ffi* vettore, si ottengono prendendo le. 
cunie piane rappresentale in coordinale polari dalla (6) , e avvolgendo il loro 
piano sapra un cono qualunque, cfte abbia il vertice net polo ». 

Osservando che i piani normali di una linea sono i piani osculatori dello spi- 
golo di regresso della sviluppabile polare dì quella lìnea , potremo dire : ■ le 
cnnie dello spnzio, tali che la disianza dei piani oscuiulori da un pimfo fisso 
{ovvero luti rhc la proiezione del raggio vettore sulla fctnorntrtle) è una deter- 
minala funzione f(R) det raggio vellore, sono i luoghi dei centri delle fferc osai- 
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latrici delle curve che si ollcugono avvolgendo le linee piane, roppreseniale dal- 
la (6), sopra un cono arbitraria avente il vertice nel polo ». 

I piani normali dì una liaea sono f piani rettificanti di una sviluppala qua- 
luuque di quella linea ; dunque : i le curre dello spazio, tali che la disianza dei 
piani rctlifleanli da «n punto (isso {ovvero tali che la proipzione del raggio vet- 
tore sulla normale principale) è una determinala funzione f(K) del raggio vet- 
tore, sono le si'iliippale delle curve che ai ottengono prendendo le linee piane 
rappresentale in coordinale polari dalla (6) e avvolgendo il loro piano sopra un 
cono ^italunque col i-erfice nel poto ». 

Si è trovalo che per iF(R) = aR l'equaiione (6) rappresenta uoa spirale loga- 
ritmica, avvolgendo questa curva sopra un cono avente il vertice nel polo , si ha 
evidentemente sul cono una traiettoria isogonale delle generatrici, cioè un'elica 
conica. 

Dunque : « la curva dello spazio in cut la disran^n di un punfo fisso dai 
piani normali, ovvero dai piani osculatori, ovicro dai piu.'ii rcKi^anii è pro' 
porzionale al raggio vettore, è rispettivamente un'elica contea, il luogo dei centri 
delle sfere osculairici di un'elica conica e una sviluppafa Qualunque di im'eitca 
c^ica. Il punto fìsso risiede nel tei'iice del cono ». 

S- Si può determinare le linee in cui il coseno dell'angolo 6, che il ragf^io 
vettore fa colla tangente, ovvero colla binormale, ovvero colla normale principale 
è una determinata funzione f(R) del raggio vettore. 

Infatti, conducendo in un punta A di una linea il raggio vettore OA. e la per- 
pendicolare OB alla tangente, abbiamo : 

AB = OAcos« . cioè AB=R9CR) 

Per avere dunque le curve domandate, basterà applicare il teorema 1" del 
n.o 4, sostituendo nella (6) a ?(R) la fuosione R?(R), il che Ak: 



^'' ' Ro(tt) 



Abbiamo dunque il teorema: i le curve dello spazio in cui il raggio seriore 
c/te parie da un punto /isso forma colle tangenti, ovvero colle binornmii, otmero 
colie normali principali un angiolo csprintifrile in /"unzione del raggio vettore 
per mezzo della relazione 

cos 6 = 9 (R) , 

si ottengono prendendo le curve piane rappresentale in coordinale polari dalia 
(1) e nvuoisrendo sopra un con» aròiirario , avente il vcrfice nel polo , il loro 
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piano ; ovvero prendendo ti luogo dei centri delle sfere osculalricif ovvero una 
sviluppala qualunque delia linea a doppia curvofura otienula ». 

Se p. e. poniiinio 9(R) = -i7, risulta dalla (7): 



equazione di una STiiuppante di cercbio dì raggio a. Ora quando il piano di tale 
linea si avvolge sopra un cono avente il vertice nel centro del cerchio evoluta , 
la linea si dispone secondo una sviluppante geodetica di una linea di curvatura 
sferica dì quel cono. 

Abbiamo dunque il teorema : « la linea dello spazio in cut ti raggio vettore 
uscente da un punto fisso è inclinalo sulle tangenti, ovvero sutle binormatt, ov- 
vero suite normali principati di un angolo il mi coseno è inrersamenle propor- 
zionate al raggio vettore, è una sviluppaiKe geodetica di una linea di curvatunt 
sferica di un cono qualunque col vcrlicc net punfo (isso , ovvero il luogo dei 
centri delie sfere osculofrici, ovvero una sviluppala qualunque di questa stessa 
linea n. 

6. Uetermìniaino le linee nelle quali la riistanza di un punto fisso dalla tan- 
gente, ovvero dalla bìnormale , ovvero dalla normale principale è una data fun- 
zione del raggio vettore. 

Dalla stessa figura che ha servito pel precedente problema, si deduce 

OB = OABenOAB, 



-0B*_ VRÌ"-y*(R) 



Cambiando nella 0) 9(R) in X_-~Jf_Li, si ottiene: 
ì T(R) 

che coincide colla (4). 

Applicando allora il 1* teorema del n* precedente, si ha ; t le curve dello 
spazio in cui la disianza di un punto fisso dajla tangente o dalla binormafe 
dalla normale principole è una delermincta funzione if(R) del raggio vettore, 
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si otiengono avvotgendù sopra un cono arbitrario di vertice una curva piana 
rappresentata in coordinale polari dalla (5). ovvero prendendo il luogo dei cenlri 
delle sfere oscuiairici, ovvero una svUuppa'a qualunque della linea a doppia 
curvatura oUemtta ». 

7. Determiniamo le lineo in cui il raggio vettore è inclinato sul piano nor- 
male, ovvero sul piano osculatore, ovvero sul piano rettificante di un angolo () de- 
fluito dalla relazione : 

co80 = ^(R) , 

essendo ? il simbolo d'una funzione qualunque. Cliiam.imlo S la distanza di un 
punto qualunque dal piano normale, si ha : 

S = Rsen9 = R^/^-?*{R). 

Volendo dunque applicare il 1° teorema del n" i, bisognerà nella (6) porre, 
per f(R) la funzione R Vi - f'(R) , con che risulta: 



' RV1-9'(R) 

la quate coincide colla (2). 

Dunque: « le curre dello spazio in cui t( coseno dell'inclinazione del raggio 
vettore sul piano normale, o sul piano osculatore o sul piano rettificante è una 
determinala funzione «(R) del raggio vettore si ottengono avvolgendo sopra un 
cono arbitrario, avente il vertice nell'origine dei raggi vettori, una curva piana 
rappresentala in coordinale polari dalla (2), ovvero prendendo il luogo dei centri 
delle sfere osculatrici ovvero una sviluppata qualunque della linea a doppia 
curcoiura ottenuta <•. 

Supponendo ip(R) = costante, si ha (come sì è visto) una spirale logaritmica, 
la quale, avvolgendola sul cono, dà luogo a un'elica conica. Dunque: i la curva 
dello spazio in cui il roggio vettore è inclinalo sut piano nonnaie, ovvero sul 
piano osculafore, ovvero sul piano rettifìcanle di un angolo coslanfe, è l'elico 
conico, ovvero il luogo dei centri delle sfere osculatrici dt un' elico conico, or- 
vero una sviluppafa qualunque di un'elica conico >. 

8. Le geodetiche e le assintotìche delle superfìcie ricordato nell'enunciato del 
2" teorema del n° ^, hanno i loro piani rettificanti, ovvero i loro piani osculatori, 
distanti da un punto Ssso di un segmento (p([i) e quindi hanno la generazione in- 
dicata dai teoremi 3" e V del n** 4. 
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Le geodetiche e le assintotiche delle superRcie ricordate nell'enunciato del- 
l'ultimo teorema del n° 3, hanno le loro normali principali, ovvero le loro binor- 
mali, distanti da un punto Osso di un segmento f (R) e quindi hanno la genera- 
zione indicata dal teorema del n" 6. 

Potremo dunque dire ; k la gaodutiche e le nssintoiiche delle superficie gene- 
rale da una curva piana rappresentata in coordinate polari da ima delle dm 
equazioni : 

} Rn/R*-.fVR) ^ ' '^ R9(B) **"*' 

la quale rimane invariata di forma nel mentre che il suo piano rotola senza 
strisciare sopra un cono col vertice nel polo, sono rìspetlivamenle sviluppate, 
ovvero i luoghi dei centri delie sfere osculatrici, delle curve che si ottengono ae- 
volgendo sopra un cono il piano dftla linea rapprcseniala in coordinate polari 
dalle equazioni : 

(9, n=l^^dK, (8) n=/_i^__dR, 

'^^W ■'R\/R*-9HB5 

colta condi2Ìone che il polo delle coordinate polari coincida col vertice del cono ». 

Questo teorema dimostra che a nna linea piana A corrisponde un'altra linea 
piana B e la corrispondenza in ordine al teorema enunciato è tale, die alla linea 
lì considentlii come primitiva, corrisponde la linea A. Questa corrispondenza si 
potrebbe esprimere dicendo che le linee A e B sono coniugate. 

Per 5{It) = costante la (8) diviene l'equazione di una retta (n" 2) e la (9) di- 
viene l'equazione di nna sviluppante di cerchio (n» 3) ; conseguentemente la con- 
iugata di una retta è una sviluppante di cerchio. 

Applicando il teorema precedente a questa coppia di linee, avremo : 
j te geodeticlie delle sviluppabili oaculairici di una geodetica conica sono svi- 
luppale delle sviluppanti geodetiche delie lineo di curvatura sferiche di un cono i. 

K Le geodetiche e le assinlolicke delle superficie generale da una svituppanic 
di cercliio il cui piano rotola senza strisciare sopra un cono co( «ei-iice nei cen(ro 
del cerchio evoluta, sono sviluppate di geodcliclic coniche, ovvero i centri delle 
sfere oseiilalrici di geodetiche coniche ». 

Per 9(B) = aR, la (8) diviene: 
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e lit (9) dtTJenc : 



che sono le equazioni polari di due spimi! logaritmiche, secanti i raggi veltori 
sotto angoli complementari- 

Conseguentemente la coniugala di una spirale logaritmica è un'altra spirale 
logaritmica Applicando il precedente teorema a questa coppia di linee, avremo : 
« le geodetiche, o ie assinlolivlie, delle SMpo.yficio in cui i raggi veliori sono in- 
clinali sulle normali dell'angolo costante 6 , sono rispelUvameale avilnppale o i 
luoghi dei centri delle sfere osctiUilrici di eliche coniche , seganti le generatrici 



dei coni eolio l'angolo «-S » 
Parma, luglio 181 
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FASCI DI OMOGRAFIE BINARIE 

i RAPPRESENTAZIONE GEOMETRICA DEGLI ELEMENTI IHMAGINAim 

DEL 

Dott. FEDERICO AMODEO 



È noto quali vicende abbiano subite gli elementi immaginarit prima di essere 
geometrie» mente definiti da Staudt . e come egli, non trovando sufficiente la in- 
troduzione delie coppie di dementi immagiiiaTÌi, lì separò, aggiungendo alla in- 
voluzione ellittica, che rappresenta una coppia, il senso col quale essa si può im- 
maginare descritta (*>. 

La rappresentazione geometrica delle coppie ò già nel dominio dello insegna- 
mento della Geometria proiettiva per la contribuzione elio ad essa hanno arrecato 
diversi geometri ed ultimamente i cliiarìssimi professori Segre o Sannia (••) ; 
non cos) è successo per gli elementi immaginarli separatamente consìilerati , con 
tutto che questa seconda parte della creazione Staudtiana fosse stata illustrata ed 
ampliala da August, Klein, Pfaff, Lùroth (•") , ecc. 

In questa nota io mi propongo di fare osservare che la rappresentazione geo- 
metrica degli elementi immaginariì , separatamente considerati , potrebbe essere 
resa più generale mediante ognuna delle omografie unite alla involuzione che li 



(•) V. Beitrage ear Geometrie der L'^ge. ImaginflrB Elemente § 7 n. 116 a 182. 

(**) Banaia. Lteioni di Geometrin proiettiva, § 65 n 75 Napoli, Pellerano 
(in coreo di atttmpa). 

Segre, Le coppie di elementi immagìnarìi nella Geometria proiettiva, Vem. 
delU B. Acc dì Torino, serie II, Voi. 38, p. 8. Anche il cbiar. prof. F. Aschìerì 
ha inserito nella seconda ediz. della sua Geometria protettiva nn cap. sul medesimo 
argomento (V. cap. 7 p. 233 a 261) in coi riassume le ricerche del Segre. 

(***) V. fra gli altri Ltiroth, Dai imagiudrc in der Geometrie und..., Matb. 
Ann. Bd. Vili p. 155 a -^4. 
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rniiprdjentn, e che in quiilclie caso potrcbbesi utilmento applicare questa rappre- 
sentiizionc. 

Ogni elemento reale o iininagiiiiirio di una Torma verrebbe dptcrmiDato , e 
quindi rappresentata da quattro elementi reali della stessa Torma, ì quali non sono 
gli elementi [Ielle iliie coppie di una involuzione, ma elementi consecutivi di una 
omogratiii binaria; un elemento esclusivamente immaginario potrebbe iuTcce es- 
sere rappresentato da tre soli elementi reali. 

Premetterò all'uopo diverso osservazioni sulle omograQc binarie che hanno la 
stessa Jnvoluzione unita. 

1. t noto che una omografia binaria dì punti, di rette o di piani è indivi- 
duata dalla sua involuzione unita e da una coppia di elementi corrispondenti. 

Tenendo fissa la involuzione unita ed uno degli elementi o Tacendo variare 
l'elemento corrispondente si hanno tutte le omografle cbe hanno quella involuzione 
per involuzione unita ; le quali costituiscono un fascia di omografie binarie (*). 

E anche noto che : 

a) Oli eiemenii corrispondenii successim di un qualunque elemento arbi- 
trario di una omografia btticirta, i cui clementi uniU sono reali e disumi (omo- 
grafia iperbolica) fendono ad avvicinarsi ad uno degli elementi uniti, (elemento 
unito positivo) e gli elcinenii consecutivi delia omogrufiu inversa tendono ad av- 
vicinarsi all'altro elemento unito (elemento unito negativo) {*'). 

b) Oli elementi auceemivi di un elemento arbitrario di una omografia bi- 
naria, i cui elementi uniti coincidono (omografia parabolica) l-'ndoiio ad avvi- 
cinarsi a questo elemento in una determinata direzioni: (lirezione positiva) e gii 
elcmenli successivi della omografia invcrtin tendono ad avvicinarsi al medesimo 
elemento nella direzione opposta (direzione negativa). 

Si può distinguere quale dei due elementi unìli della omografia iperbolica, o 
dei due sensi della omografia parabolica 6 l'elemento unito o il senso positivo della 
omografia nel seguente modo : 



(*) Altri fasci di omografie sono stati studiati da Sagre nella nota: Sur Us 
omograiìhies et ìeur fuisceaux, Journ. fttr Math. Bd. C. HaTt 3, p. 317 a 33U. Questi 
sono costitniti da tutte le omografie ed involuzioni che trasTormauo nna iavotasione 
data in uà' altra parimenti data. 

(**) Qnesto teorema fa già dimostrato fin dal 1363 dal chiar. prof. Battagliai 
per mezio dei rapporti anarmonici e pubblicato nel primo volarne del sao Oiornale 
di ìiaUmaliche a p. 231. 

La dimostrazione geometrica di esso e dei teoremi b) e) d) e) f) l'abbiamo data 
nelle Lezioni stille omogrnfif binnrie dettate nel rorgo di Geometria proiettiva del- 
l'anno accademico 1887-88, ii. i o 5. 
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e) Siano ai ftj i due elemenlt corrispoììdenti che assieme agli elemenli tmili 
individuano la omografia, si cerchi Velemcnio a', , eoningato armonico di a, nella 
involuzione unila alia omografia, l'eli-menlo unito che sì trova compreso nei seg- 
ntcnlo a, a, a', , ovvero il senso iiidimio da a, a^ a', = a, a^ e (con e indichiamo 
l'elemento unito della omografia parabolica) è Velemenlo o il senso positivo detin 
omografia. 

Deriva dii ciò che : 

d) falle le omografie di un fascio (u citi involuzione unila (e, f) è iper- 
bolica si distinguono in due serie: Cuna c/ie comprentle quelle che hanno e per 
elemento tinilo positivo, e l'altra clic comprende quette che /ialino f per elemento 
utìiio positivo, 

0) Tulle le omografie di un fascio la cui involuzione unila \é\ è parabo- 
lica si distinguono in due serie, a secondo che /tonno l'una o l'ultra direzione 
della forma per direzione pontiva. 

f) Le omografie del fascio che segnano il [criiiute di passaggi» dall' una 
all'altra serie sono la omografia identica e la involuzione unila, 

i?. In un fascio dì rotazioni (U) ahi o, un raggio ed n', il suo coniugato nella in- 
voluzione circolare unita; in tutte le rotazioni che lianno il raggio Oj . corrispondente 
di u,, compreso nel medesimo segtiicuto a,a\, ovvero (qualora si prenda il senso 
del segmento n, f'^a\ come senso positivo degli angoli) per le quali l'angolo a, n, 
sia < di un retto, e perciò l'angolo a, a, minore di due retti, avviene che rotando 
a, nel senso positivo adottuto per gli angoli incontrerà prima n, poi a^ e per- 
ciò descriverà ciascuna di quelle rotazioni sempre nel medesimo senso qualora si 
mantenga la convenzione, che, per descrìvere la fonna, l'elemento o, non possa 
pervenire sopra rr, senza essere passato sopra Hj, 

Per quello rotazioni invece, per le quali l'angolo a^ a^ è maggiore di un retto 
cioè per le quali «^ si trova nell'angolo «', a, , essendo l'angolo o, a, maggiore di 
■lue retti, a, si troverà nell'angolo a, a',, perciò, se a, rota nel senso positivo, in- 
contrerà prima a, poi w» , e quindi per descrivere la omografia rappresentata da 
ciascuna dì quelle posizioni di a^ deve rotare nel senso opposto al primo. Lo stesso 
avverrebbe se l'angolo UiUi, mantenendosi minore di un retto, cambiasse segno. 

Dunque, tutte le rotazioni (l<.tcrminate dalle diverse posizioni di a^ sono ce- 
nerate in un senso o nell'altro secondo che a^ sì trova nell'uno o nell'altro dei 
segmenti a, a\ della forma, e se supponiamo che «, occupi successivamente tutte 
le posizioni della forma , avremo il cambiamento di senso nella descrizione delle 
rotazioni quando a, coincide con (i, o con a\. Perciò la identità e la invohuionc 
sono le forme di passa;jgio dalle rotazioni descritte in un senso alle rotazioni de- 
scrìtte nell'altro. 

Ciò che abbiamo detto per le rotazioni vale per 0:;ni fascio di ont'ii/ni^'! el- 
littiche, poiché si sa che due involuzioni della slessa specie sono sempre reahueiitc 
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proiettile (•) e quindi ORni involuzione ellìttica di raggi si può sempre trasformare 
in una involuzione circolare e perciò ogni forma di omografii eiHUicke si può 
se/npre trasformare in un fascio di rotazioni. 
Possiamo dunque affermare che : 

a) Tutte le omografie di un fascio ad involuzione vnita iperbolicn , para- 
bolica ellittica si distinguono in due serie, una delle quali contiene tulle Ir. 
omografie che tendono ad un deteitninalo elemento unito, o so!70 descrtife con ut» 
determinalo scuso, l'altra contiene le omografie che tendono all'altro elemento 
unito sono descritte con il senso contrario. 

b) Apfailrvgono alla medesima sjrie tutf! le omografie che hanno ]":r 
l'.ur rispondente dell'elemento a, un elemento Ot che Irovansi nel medesimo dri 
due segmenti che gli c[enien(( a, a', determinano nella forma. 

e) Sono omografie di separazione o passaggio da quelle dell'una a quelle 
dell'ultra serie la omografia identica e la involuzione unita. 

Come per le omografie ad clementi uniti reali ciascuna di queste serie deter- 
mina e quindi rappresenta uno degli elementi uniti , cosi conveniamo che per le 
omografle ad elcm<'ntì uniti immaginarii ciascuna di queste serie determini e quindi 
rappiesenti uno dei due elementi uniti immaginarii, 

3- Prima di insistere su questa rappresentazione degli- clementi , siano reali 
siano immaginarii, esaminiamo un poco le mutue relazioni delle omografie dì uno 
stesso Tascio. 

n) Tutte le omografie di uno stesso fascio sono fra loro commulaiive, cioù 
ognuna di esse trasforma ciascuna delle altre in sé stessa ; di conseguenza la pro- 
prietà della involuzione unita di una omografia di essere l'unica involuzione della 
fiirma che trasformi quella omografìa in sé stessa non è supcriore a quella che 
hanno tutte le altre omografie del fascio medesimo, ma dipende solo dal fatto che 
in 0};ni fascio dì omografe vi 6 una sola involuzione. 

b) E nemmeno questa b una proprietà speciale della involuzione, poiché in 
ognuna delle serie del fascio non vi sono due omografie trasformabili V una 
ned' altra, cioè proiettive fra loro. 

Infatti supponiamo che vi fossero nella serie due omografie P , Q proiettive 
fra loro e supponiamo che in P ad a, corrisponda a, ed in Q ad a, corrispond» 
bj; la omografia R del fascio individuata dagli elementi corrispondenti a^b, do- 
vrebbe trasformare P in Q e quindi e^sa avrebbe per elemento unito a,, cioè sa- 
rebbe una identità il che è assurdo. 

e) Ogni omografia di una serie del ftiscio è proidtiva ad una omografia 
deWiilIra serie (la suo inversit). Difatti i due gruppi caratteristici di i* specie di 
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(jueste omografie 8,8(8184 ^^ ^'laj^&i sono proiettÌTi Tra loro; oppure perctic 
ogni involuiione armonica alla prima la trasforma nella seconda. 

Nel fascio non vi sono altre omogrnfie proiettive diverse da queste. 

d) In ogni /iisnV) di oniogra^L' elUlUche ve ne sono infinile cicliche. In- 
fatti in ogni fascio di rotazioni . 0{rni rotazione ÌI cui angolo fi la n"* parte di 1: 
ò una rotazione ciclica R del fascio dell'ordine 11, e quindi al lariare di ti si ii»nno 
infinite rotazioni cicliche. 

Tutte le altre rotazioni cicliclie dello stesso ordine si ottengono elevando la 
rotazione R alle potenze i cui esponenti sono primi con n e [uinori di n. 

I,a involuzione sola, fra tutte lo omografie cìcliche, è comune pure ni fasci di 
omografie iperboliche e parabi>liche. 

4. Ciò premesso risulla che sceglierò la involuzione del fascio per la rappre- 
sentazione degli elementi uniti vuol dire imporre la restrizione di scegliere una 
fra le tante omografie che lo costituiscono. Vediamo se la preferenza è opportuna. 

Fino a. tanto che noi ci limitiamo a voler sapere se la coppia di elementi rap- 
presentati è reale immaginaria, la involuzione si presta mirabilmente; ma in 
quanto alla separazione di questi elementi non potendo bastare da soli gli elementi 
dì un ciclo di i" ordine 8, a', a determinare il senso col quale la forma rien de- 
scritta si ha bisogno di ricorrere agli elementi di un altro ciclo 8, a'^ il quale, 
essendo del tutto arbitrario, in quanto al senso non precisa nulla più del primo. 

Invece se il fascio di omografie è iperbolico , quattro elementi consecutivi 
a, a^a, 8( di una qualunque di esse, determinano l'omograUa e permettono di co- 
struirne la coppia di clementi uniti ; <lippiij determinano la serio a cui la omo- 
grafia appartiene e quindi precisano uno degli elementi uniti. Prendendoli in or- 
dine inverso a,aja,a4 determinano l'altro elemento unito, il quale perchè rap- 
presentato inseparabilmente dal primo si potrebbe chiamare rfemenlo reale con- 
iugalo a quello , anche perchè ambedue sono dì fatto coniugati in tutte le invo- 
luzioni armoniche alle omografie del fascio, fìippiù gli clementi ^,8^818, ci per- 
mettono di costruire ogni altra omografia del fascio, e quindi costruire infinite 
altre quaterne che rappresentano gli stessi punti. 

Se il fascio è di omografie ellittiche, anche per esso quattro elementi conse- 
cutivi aia^a, a^ di una delle sue omografie, determinano la serie a cui la omo- 
grafia appartiene; poiché, il senso di a,aia,a, è determinato dal sapere che per 
andare da a, ad a^ non si deve passare su a,, e per andare da a* ad ai non si 
deve passare su a^ ecc. : infine che il senso 8,8,81 coincida con quello di ajflja^ 
è chiaro dal fatto che a, a, a, , a, a, 84 sono segmenti corrispondenti di due forme 
concordi. 

Quindi possiamo dire: 

QìMllro el^nenti reali di una forma geomelrica, considerali in un cerfo ot' 
dine come elementi conseculivi di ima omografia, determinano e quindi rapjtrc' 
sentano un altro elemento reale immaginario della forma sfcssa. 
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Gli slfssi demcnli presi nell'ordine invcno rappreìcnlano l'elemento retile o 
immaginar io della forma coniugato al prcceilenie. 

Clic questa rappresentazione includa quella di Stiiudt si riconosce immedtnta- 
meiite ; prendendo gli clnnnnti a'^ a'g coniugati di a., a, nella involuzione unita alla 
omogriifla, gli clcTnenti a, a, a'j a', . che per ciò die si è detto al n. 2 rappresentano 
il mfi'lcsiino elemento di priniii, adesso lo rappresentano al modo ideato ila Staudt. 

La costruzione degli elementi a'^a', è utile quando si voglia sapere se l'ele- 
mento rappresentato è reale o immaginario. 

S. Nei casi in cui si debba considerare esclusivamente un elemento immagi- 
nario della forma, esso virane rappresentato con vantaggio, dalla omograflii ciclica 
del 3" ordine. Infatti la omografia ciclica del terzo ordine è determinata da 3 soli 
elementi consecutÌTi a, ajaj e quindi un elemento immaginario Terrebbe determi- 
nato da una qualunque delle terne a, a^ a^ , a, a, a, . Aj a, a, , ed il suo coniugato 
da una qualunque delle permutazioni inverse alle precedenti. Quindi: 

Un demento immaginario di inm forma dì 1' specie può essere rappresentalo 
d(t una qualunque delle itifinUe terne di punti die tnsicme a quello formano un 
gruppo equianarmonico (*)- 

Né si può obbiettare che tutte le terne di elementi di una forma potrebbero 
rappresentare un medesimo elemento immaginario ; perchèj sebbenp due terne di 
elementi di una forma siano sempre proiettive, due terne arbitrarie non possono 
appartenere alla medesima omografìa ciclica del 3" ordine , che altrimenti si po- 
trebbero assegnare in una oinograQa 6 coppie di elementi corrispondenti arbitrarie. 

Ter ora ci limitiamo a far notare che lo aver bisogno ili tre elementi o non 
di quattro cer determinare un elemento immaginario fa si che nelle costruzioni 
e nelle dimofitrazioni in cui necessita mettere in relazione di prospettività le rnp 
presentazioni di due elementi imruaginarii posti sopra sostegni diversi , non sì lia 
bisogno di ricorrere alle rappresentazioni proiettive o armoniche di quei punti. 
Cosi, p. e. per dimostrare che tiiie punti immaginorii A, A, A, , A', A', A', , che 
non stanno sulla slessa retta reale . determinano uìia retta immaginaria di 1' 
di 2' specie c/ie passa per essi, si direbbe: 

Se i punti non giacciono nello stesso piano reale, le rette (i,= \,A', . fri=A,A',, 
n,~AjA'j, nell'ordine n,(iiO, rappresentano una retta immuginaria di 2* specie 
che passa per ì punti A, A, A, , A', k\ A',. 

So i punti giacciono in uno stesso piano reale, sia P, il punto d'incontro delle 
due rette,' e P, P,?, , P(P',P'j altre due ra|)presentazioni dei medesimi punti, il 
fascio di raggi p,pxPt proiettivo ad entrambi rappresenta una retta immaginaria 
di 1* specie che passa per ì punti A, A^Aj , A'(A'iA',. 



(*) Ciò i ohiaro qaando, indicando con e l'elemento nnito positivo, sì consideri 
che è S( a, a, e a" a^ a, a, e X aj a, a^ e. 
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SUL MOTO DI UN PUNTO IN UN MEZZO RESISTENTE 



ALBINO NAQY 

Studente di Hatemstica. 



t. Ud punto di massa m e con una feIocit& e si muove In un messo, resì- 
stente in proporzione ad una certa funsioDe f{c) , della velecità stessa. 

Allora, preso un sistema di coordinate ortogonali tale che il punto mobile si 
trovi nell'origine <il tempo 1 = 0, e che la gravità agisca nel senso delle — jf, le 
equazioni del moto sono 






valendo la prima anche per la sostituzione di z per x 
Poniamo 



dove h è in velociti^ per la quale la resistenza è uguale al peso assoluto mg , e 
voL. zxvi. 47 



d=, Google 



)( 370 X 
le equaiiooi di prima diTCntano 



(') ^=-!km. 



e integrando 
(31 »' -_r Ì!L 

(t) JL^-f "" 

' r») Jn fw-fW 

essendo per 

1 = , (ir = , j/ = 0) u = «o , p = fo. 

Se, eseguendo queste integrazioni , si possono ricavare daiie (3) e (i) i va- 
lori di u e V cosi ctie 

« = ♦(1), 
« = XW. 
si ila, con una nuova integrazione il risultato ; 

8. Come esempio, si prenda il caso /'(c) = c". Le equazioni sono 



(1) 








du 
di 


-.^, 




(J) 








de 


-!>*"■ 


-t.") 


e la (1) 


si 


lascia 


integrare subito 
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'" (U— -«,'-), 



cosi che il problema è risoluto rispetto alle due componenti verticali alla grafita, 
in particolare essendo per n = 1 



e per n = S 






è it rica»are v ed 



3. Non egualment-e facile è it ricavare v cà y \n funzione di I. 
Integrando la (2) si ha 



e, chiamate 

2v]t 



n„ = a« + i6„ = A I eoa — + i sen — I (v = 1 , 2 , . . . n) 

!e radici dell' equaiionc binomia 
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]a funzione —r-r è decomposta in frazioni sempliei, scrirendo 



9' - r y <'" 






al 1 . « - fc V « . (o - a,)* - 6v* 



ss » è dispari. 

Però ia queste equaiiooi difTerenEÌali, della fornia 

la separatione delle variabili in generate non riesce , ma solo per valori partico- 
lari di n. 



ni" 
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X 3" )( 


n 




= (e. - *) e* + » , 


n 


= 2. 






SI 
4" 


1 , 1 & + O fc - Wo ) 




i- 


k - 1> ' & + «0 ' 

ffi gì 
_(fe-1?,)6"^-(/( + t>ole~"*" 



»'(») = 1, 



fW=±s:. 



ik-v^e^+(k + v,)e~' 



_ k' (i-c,)6' +(t+ i).) e 

«-y'"» Si 



gì _ /■" y <fe 

f Z,f'(i<,)(ti-a,) ■ 

tgt f' ìhdv f° Udt 

k ~ ì t>" - Ji" "•" / D' + k 



f(«.) = ±4'ji. ±j^i 



-r- = arctanh -7^ + arctan •—- - , 

k fc» - VVg A* + Wo 

per noie formole di trigonometria. 
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Ponendo, senza letiere la generalità, v^ = 0, e sviluppando il membro dì do- 
stra in serie si ottiene 

J -i^ s\i) * ìU + ■ ■ ■ + ij:r%\.-k) +■■■■ 

Per un tempo ( finito , dovrà la serie a destra essere sempre convergente , 



e allora si può con sufficiente approssimazione porre 

■ Nei casi particolari k ha un valore numerico , e , risolvendo la quintica per 

<« ' 

semplici quadrature. 



Vienna, maggio 1888. 
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SUR UNE FONCTION DISCONTINUE 



M. L E R C H 

à Pragufl-Vinohrady. 



Nous allons développer un exemple de sèrie 

fix) =; t <i^{co) 

dont les termes sont des fonctione continues d'une variable réelle o) et dont la 
sommo est uno fonction pnrtout discontìnue de cette variable. La sèrie que nous 
alloRs ètudier se compose des termes de la forme 

M) f%{x) = I c^, sin* (ce - fl,) cos" (oj - o^) , 

Ics qaantités c^ étant des termes d'une sèrie absolument convergente et les fi, 
élant des quantités réclles rcprésenlées par des points dont l'ensemble est con- 
densò dans toutc la partie de rintenallc (0.. ."-Iti). Je suppose ensuìte que les 
nasoni diEFérents entre eux et qu'aucune des dilTérences (ip-a, n'équivaut & s. 
Cela ètant on voìt fticilemcnt que chacune des fonctions 7,(33) , (n=:0,1,2....) 
est flnie et continue dans l'intervalle (0 . . . ItCj et que la somme £ <P«(-b) est con- 
vergente et peut se mettre sous la forme 

(2) ^(x)= S e. 1; sia*(a!-o„}co8"(aj-oj. 

v=« «=.0 

Soit mùntenant x un nombre appartenant & V intervalle (0 ... Su) et tei qu'au- 
cune des dilTéreoces x~a^,x-a^±% ne s'èvaDouit. Daos ce cas toutes les quan- 
tités co8(x-av) seroDl moindres que l'unite et nous aurons 

2j sin* {oc - Cv) cos" (ce - o,) = 2 cos' "' - " - "'' , 
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et par conséquent 

(3) f{x)=2j^c,cos*^^\ 

Soit en second lieu x = ap. Gomme aucune des dilTérences Oy-Op , fl„ — Opiit 
ne devra s'évnnouir il est clair quo toutes Ics quantités ca8(cc— a^) sauf cos(cc-Rp) 
seroDt moindres que l'unite (en valeur absolue), de sorte qu'il vicnt 

2j sin'(a5 - Op) cos"(a! — Op) = , 

2j sin* (aj - Oy) cos'Ccc — o,) = 2 cos* — ^-^ , v ^ p. 
Il s'ensuit alors 

(4) nip) = 2 y] c^ cos» ^^e^ _ 2cp 



et les formules (3) et (4) font voir qu'en prenant les quantités x , Op assez voi- 
sines la dilTérence f{x)~fiap) ne didère de 2Cp que d'une quantité aussi petite 
que l'on veut, de sorte que la Tonction f(x) déllnìe par la sèrie Zif^{x) est di- 
scontinue aux points de la forme x-a^, qui se présenlent dans chaque partie de 
l'intervalle (0 . . , 2k) ; en d'autres mots cctte fonction est partout discontinue- 
Il est intéressant d'observer que la convergence de la sèrie 



/■(x) = £?,(oc) ' 



ne peut étre unirorme dans aucuoe panie du domaìDO de la variable a; sans quol 
la Tonction serait continue. 

Cerny Kostelec en Bohfime , le 9 Septembrc 1888. 
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SDIU DISTRIBUZIONE DELIE CORRENTI SUUE SUPERFICIE 

DI 

ADOLFO CAMPETTI. 



La distribuzione delle correnti stazionarie sopra una superficie qualunque 
(quando su dì essa si conosca un sistema di coordtuate isoraetricbcj può essere 
utilmente determinata in modo analogo a quello che si tiene per una superficie 
piana. Faremo vedere in breve il metodo aggiungendo un esempio dei più semplic 
non ancora considerato. 

Se si parte dal teorema di Green generalissato per una superBcie aperta 
qualunque o dì contorno s i.*) cioè : 

(1) f (Vi»U-L'A*V) do = f (v^-y^)ds 

lo / 1 \ Oli oa / 

e sì suppone che una delle due funzioui (la V p e.) soddisfi al A*=0, so ne ricava 

Supponiamo ora che sulla superficie che sì considera sia 
(ta* = À*(d(j.* + dv') 
e prendiamo 

U = log \/(n-ii,)' + (v-«,)* = log R 

La quantità indicata con R non è più la distanza Tra ì due punti della super- 
ficie (iJ^v)(iii|Mi), ma (come il log della distanza di due punti nel piano) soddisra al 
À* = 0. Siccome però log R diventa infinito nel punto !i|V,) per applicare la for- 
mula (1) converrà escludere una porzione u dì superficie attorno al punto (iJ^iV,) 

(•) V. p. e. Beltrami. LélU vaTiabili compiesse sopra una superficie. Annali 
di Matematica, 1868. 

TOL. XTVt. - ÌH 
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con un contorno arbitrario t. Ora è facile dimostrare che 



m ì logB 
im I logR- 



du 



lim f 



aiogR . 



si ha quindi la formula : 

ed introducendo la funzione G analoga a quella di Green che soddisfi cioè sullo 
superficie al i*G = e per cui sia al contorno s: 

^(G + logR) = 0. 



2TtV' = -j^(G + l0gR)-^ds. 



Questa formula ci dà il modo di determinare il valore di V in un punto qua- 
. SV 
du 

che sul contorno della superficie , vengano in un cerio numero di punii fili con- 
duttori pei quali passino correnti di intensità note, (le intensità non saranno tutte 
indipendeati), la formula (3) ci darà il valore dì V che, come è noto, risulta de- 
terminato a meno di una costante. 

In particolare potrà avvenire che siano due soli i punti di inserzione della 
corrente e allora, se I è l'intensità della corrente che attraversa il filo condut- 
tore, ft la resistenza del conduttore che si considera, si otterrà : ' 

V' = 2^{(G + logR).-(G+logR), [ 

se cogli indici a e ^ si indicano i valori che si ottengono ponendo in G+logR le 
coordinate dei punti del contorno in cui viene la corrente. 

Il caso in cui la su|ierficie è chiusa ovvero i punti di inserzione delle cor- 
renti non sono sul contorno sì riconduce subito al caso precedente analogamente 
a quanto si fa per una superQcie piana ecc. (*). 

Esempio : Per dare un esempio dei .più comuni che si possano presentare con- 



{•) V. p. e. I. Neamann Vorlesungtn Uber EUktrische BtrSmung, Leipzig. 
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)( 3" )( 
sideriamo il conduttore formato da una lamina ottenuta tagliando lungo un paral- 
lelo la superficie di un toro: e supponiamo die due punti del contorno siano posti 
rispcUifaniente in comunìcaiione coi due poli. 

Se si introducono le* coordinate dipolari (u, v, ^), l'equazioni a derivato par- 
ziali cui la V deve soddisfare assume la forma 

^'' 3^"'"senh»u 3f* ~ " 

(u il parametro della superficie che sì considera). 
Ponendo 

41= Vsenhu 9 
essa diverrà : 

La funzione G potrà essere presa sotto la forma : 
G = 2 ffl„ seo mV cos ni (9 - if'} 
ed ì coefficienti a„ funzioni di v' dovranno essere scelti in mudo che 

8 logR 9G „ 

_- ft .. 4. =0 per v = Vo 

du da 

essendo e, il parallelo che serve di contorno. 

Nel caso piirticolarc io cui il parallelo contorno sia il parallelo di simmetrìa 
v = v=-r. nella formula che dà il potenziale V la G viene sparire e si ottiene 
quindi V sotto la forma semplice : 



(2) V = Iog 



/«'* + ( fi - y')* 



se <p, e ift sono i due voleri di f corrispondenti ai punti cui vengono le correnti. 
Se in luogo dì essere lìmitiita la superficie dui parallelo v=.0 v — k fosse li- 
mitata da w = «0 e = w, , basterebbe porre 

e allora «' = per tJ=Co e si può determinare la costante a in modo che per 
v = v, sìa w=:ic però siamo ricondotti al caso precedente. 
Dalla formola (2) si rode che sarà V = quando 



cioè quando 

*" 2 
come appunto deve essere per la simmetria ecc. 
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Il metodo qui tenuto varrebbe analognmento per altre superficie corno p. e. 
l'etlissoide per cui le coordinate possono ridursi isometriche ecc. Nel caso della 
superficie toroidale le lince di livello saranno definito da 



\/ ; . ) Tt - cost. 

V « + (?t - T J 

le traiettorie ortogonali saranno le linee di correnti. 

Pisa, Luglio 1888. 



ERRATA - CORRIGE. 



Nella memoria « Sitile curve oseulalrici » inserita in questo voi. del Gior- 
nale, a. pag. 2S7 e segg. , vanno fatte lo seguenti correzioni : 

AI 5 2 , le (6) si possono sostituire , poiché nel punto A 6 -_ = - , colle altro 

pili semplici: 

!>>o = ^' j/b = Va* + o' sen a , 'Zq= •Ja* + e*easa.. 

I coseni direttivi dei nuovi assi rispetto agli antichi non sono quelli notati , 
ma i seguenti : 

cos (Sx) = — - ■ ■■■■• , eos (5y) = 
Va» + e* 

osena , , 

cos()5T)= — ■ ■ , cos (y;i/) =1 - co 

Va' + 0* 

cosche) ^ °!!!^ . cos tCy) = sena 

Vci> + 0" 

Lo formolo (1) vanno allora corrette in base alle dette raodiQcazioni. 

Geminiano Pirondini. 











\'o» 


+ 0* 


cos (>iz) = 


a sena 


Vti^ 


"+G* 


C0S(!3) = 


a cos a 

Va' + fi* 
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